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Rada Ceské akustické spole¢nosti svolava ve smyslu stanov
VALNOU HROMADU,

ktera se bude konat ve étvrtek 29. ledna 2004 na fakulté elektrotechnické CVUT, Technicka 2, Praha 6 — Dejvice.

Ramcovy program:

10:00 — 11:45 Jednani v odbornych skupinach. Rozpis mistnosti pro jednani v odbornych skupinach bude vyvésen ve
vstupnim prostoru fakulty a na dverich sekretaridtu spolecnosti, ¢. dvefi 430

12:00 — 13:00 Prezentace

13:15 — 16:00 Plenarni zasedani, mistnost ¢. 337

Dilezité upozornéni: Clen spolecnosti, ktery se nebude moci valné hromady osobné z¢astnit, povéii jiného élena,
aby jej zastupoval. Jeden clen spole¢nosti miize zastupovat nejvyse tfi ¢leny. Formulaf povéteni je soucasti tohoto cisla
Akustickych listu.

Ceské vysoké uceni technické v Praze potada ve dnech 9. az 13. tinora 2004 odborny semindsf WORKSHOP
2004, kde se formou posterti predstavi vysledky vyzkumné ¢innosti v Sirokém spektru technickych disciplin. Zajemci
z praxe mohou navazat kontakty pfimo s autory. Blizsi informace na http://workshop.cvut.cz

Za organizacni vybor
Libor Husnik
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Dynamika a termodynamika zvukového pole: linearizacni
neurcitosti
Zdenék Kyncl

CVUT - FEL, Technicka 2, 166 27 Praha 6
e-mail: kynclz@fel.cvut.cz

Based on both the Newton‘s law of motion and the equation of continuity, the Euler's equation of motion in
the sound field is derived [4, 3, 5]. The first law of thermodynamics [6] is modified to the form expressing the
thermodynamics of the sound field. Then both the Euler equation and the equation of continuity are linearized
by omitting the convective derivatives while the first law of thermodynamics is linearized by omitting the heat
exchange in the sound field. Finally some examples of uncertainties evaluation based on confrontation of the
linearized approximate acoustical equations with the physical laws of dynamics and thermodynamics are presented.

1. UVOD

Exaktni matematické vyjadieni spektralnich hustot inte-
gralnich veli¢in tranzientniho zvukového pole [1] a limitni
prechod k diskrétnimu spektru periodického zvuku [2] vy-
chazi z idealizovaného modelu zvukového pole, koncipova-
ného na linearnim adiabatickém pfiblizeni fyzikalnich za-
kond dynamiky a termodynamiky zvukového pole v ideal-
nim plynu. Je ziejmé, Ze se linearizace fyzikalnich zakonu
projevi neurcitostmi, které mohou dosahovat pfi vysokych
kmitoc¢tech a vysokych akustickych hladinidch nezanedba-
telnych hodnot. Tyto neurcitosti nelze eliminovat zadnou
statistickou metodou — je vSak nutné brat je v itvahu pfi
analyze zvukového pole. K jejich stanoveni pouzijeme me-
tody konfrontace linearizovanych akustickych rovnic s fy-
zikdlnimi zakony dynamiky a termodynamiky zvukového
pole. Proto vénujeme prvni kapitoly dynamické a termo-
dynamické analyze zvukového pole. Na zakladé linearni
adiabatické aproximace fyzikalnich zakont pak odvodime
rovnice idealizovaného modelu zvukového pole. Nakonec
budeme na nékolika ptikladech demonstrovat stanoveni li-
nearizacnich neurcitosti metodou konfrontace linearizova-
nych akustickych rovnic se zakony dynamiky a termody-
namiky.

2. Dynamika zvukového pole
2.1. Kontinualni model prostiedi

P1i dynamické a termodynamické analyze zvukového pole
budeme povazovat vzduch, ktery je nositelem zvukového
pole, za idealni plyn bez vnitiniho tfeni, pro ktery plati
Eulerova rovnice kontinuity [4, 5]

%, 1)

ot

kde g je ¢asové promeénliva hustota prostfedi v daném bodé

a U je akustickd rychlost, tj. rychlost pohybu hmotného

elementu kontinua v daném bodé zvukového pole.
Kontinualni idealizace prostiedi sice téz do urcité miry

prispiva k neurcitostem linearniho adiabatického modelu

div(o?) = —

Pfijato 1. prosince 2003, akceptovano 8. prosince 2003.

zvukového pole, ve vétsiné praktickych aplikaci je tento
prispévek o nékolik f4dt mensi nez ostatni linearizacni ne-
urcitosti, takze se ve vyslednych neurcitostech neuplatni.
Dostanou-li se vSak aplikace idealizovaného modelu do ob-
lasti ultrazvuku, mohou neurcitosti kontinualniho modelu
prostiedi dosahnout zna¢né vysokych hodnot.

Vratme se tedy k rovnici kontinuity. Casové proménli-
vou hustotu prostiedi v daném bodé o(7, t) vyjadiime jako
soucet statické hustoty prostfedi g5 bez pfitomnosti zvu-
kového pole a akustického ptispévku k hustoté p(7, t):

(2)

o(f,t) = os + p(7',t).

Rozvedeme-li v (1) levou stranu

V.(0¥) = 0.V + oV.7,

mizeme ji psat ve tvaru

1 /0o
—Vi=-|=-+0V . 3
(52 +ave) 0
Vyraz v.Vp vyjadfuje konvektivni derivaci hustoty, takze
substancionalni derivace hustoty je

do _ 0

dt - E "F’U.VQ

(4)

2.2. Pohybova rovnice hmotného elementu pro-
stiedi

Necht pocéateéni stav prostfedi je dan statickym tlakem
b, statickou teplotou O a statickou hustotou gs. SiFi-li se
timto prostfedim zvukové vlny, superponuje se na staticky
tlak b ¢asové proménlivy akusticky tlak p(7,t), takze cel-
kovy tlak v bodé 7 bude v Case t

pe(T,t) = b + p(7,t). (5)
V prostfedi se vytvori ¢asove a prostorové proménlivy gra-
dient tlaku. Vzhledem k tomu, Ze staticky tlak b je kon-

stantni, je gradient celkového tlaku roven gradientu akus-
tického tlaku
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gradp.(7,t) = gradp(7,t).

(6)
Kazdy hmotny element kontinua je timto gradientem uve-
den do akustického pohybu, probihajiciho v okoli rovno-
vazné polohy, kterou zaujimal hmotny element pfed vy-
buzenim zvukového pole a do niz se vrati po doznéni
zvuku. Zkoumejme dynamiku pohybu hmotného elementu
o hmotnosti dm na elementarni trajektorii dry,,, ktera
prochézi v okamzik ¢ bodem zvukového pole o radiusvek-
toru 7 a za elementarni ¢asovy interval dt urazi elemen-
tarni trajektorii dry.,, takze se posune do bodu o ra-
diusvektoru 7 + d7gm,.

Stanovme elementarni silu dF(7,¢) vyvolanou gradien-
tem akustického tlaku a ptisobici na hmotny element dm.

Necht je hmotny element dm umistén v elementérnim
kvadru o hranach dz, dy, dz, takze jeho objem je

dV = dxdydz.

Elementarni silu pak mizeme vyjadrit ve slozkovém tvaru

dF = dF,7 + dF,j + dF. k. (7)

Prirdstky akustického tlaku d.p, dyp, d.p podél hran ele-
mentarniho objemu dV = dxdydz, v némz je uzavien
hmotny element dm, jsou

dp
dep = =
p ox

9p

dp
— dz.
dy *

dy, d.p = 92

dz, dyp =

Slozky elementarni sily (7) jsou pak ddny elementarnimi
tlakovymi silami, vyvolanymi na sténach
dS; = dydz, dSy, = dzdx, dS, = dzdy

poklesem akustického tlaku —d,p, —dyp, —d.p podél hran
dz, dy, dz, tj.

0
dF, = —dgpdS, = —d;pdydz = —(?—]gdgcdydz7
x
9p
dFy = —dypdS, = —dypdade = — —=dydzdz, (8)
Y
9p
dF, = —d.pdS, = —d,pdzdy = —8—dzdxdy.
z

Dosadime-li jednotlivé slozky do (7), dostaneme po malé
apravé

3} op -  p -
dF:—(—pi—i-—pj—i-

op -
B B —k) dedydz = —VpdV

0z
vyjadieni elementéarni sily ptisobici na hmotny element ve
tvaru

dF = —Vpdv. (9)

Na pohybujici se hmotné elementy prostiedi ptisobi v real-
ném plynu kromé gradientni sily (9) téz brzdici sily vniti-
niho tfeni [4, 5], které je nutno brat v tvahu pfi studiu

silné nelinedrnich poli [10]. V této stati se omezime na
zkoumani poli, v nichz brzdici sily jsou o nékolik fada
mensi nez zrychlujici gradientni sily, takze jejich pfispé-
vek k lineariza¢nim neurcitostem je zanedbatelny.

Necht se tedy hmotny element idedlniho plynu dm,
ktery byl v ¢ase t v bodé o radiusvektoru 7, posune béhem
elementarni doby dt o elementarni trajektorii d7y,,. Dyna-
miku tohoto elementarniho pohybu vyjadiuje 2. Newtontv
pohybovy zadkon

dE(7,t) = dm Gam(7,1), (10)

kde dq,y, je zrychleni pohybu hmotného elementu prostiedi
dm na elementarni trajektorii dry,,. Dosadime-li do této
rovnice podle (9), dostaneme 2. Newtoniiv pohybovy za-
kon ve tvaru

—Vp(F,t)dV = dm dgm(7,1),
tj.
(11)
kam jsme dosadili

dm = pdV.

Rychlost pohybu hmotného elementu kontinua dm (akus-
tickd rychlost) v daném bodé zvukového pole je

s d"?dm
At = =

a jeho zrychleni dq,, pfi pohybu po trajektorii dry,, je

(12)

B Av(7, ¢
adm(t) = % .

Dosadime-li tento vysledek do (11), dostaneme pohybovou
rovnici hmotného elementu kontinua ve tvaru [4, 5]

(13)

dv
dt
Je ziejmé, ze leva strana této rovnice —Vp vyjadiuje ob-
jemovou hustotu urychlujici sily dF vyvolané gradientem
akustického tlaku a derivace d¢’/dt vyjadiuje zrychleni
hmotného elementu kontinua zptsobené touto silou. Jde
tedy o substancionélni derivaci, tj. o derivaci rychlosti po-
hybu hmotného elementu kontinua na trajektorii drig,.
Radiusvektor daného bodu zvukového pole 7 je ¢asové ne-
zavisly a udava rovnovaznou polohu, v jejimz okoli se po-
hybuje hmotny element prosttfedi.

~Vp =0 (14)

2.3. Substancionalni derivace akustické rychlosti

Necht tedy méa v bodé o radiusvektoru ¥ pohyb hmotného
elementu kontinua rychlost @(7,t) a zrychleni @(7,t). Za
dobu dt se kazdy hmotny element posune o

dF = dei+dyj+dzk. (15)
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Okamzita rychlost hmotného elementu v tomto bodé pak
bude v 1. fadu priblizeni

U(r+drt +dt) =
=vy(x+de,y +dy,z+dz, t + dt)ﬁ—

+uy(z+dz,y +dy, 2+ dz, t + dt)j+

—

+o,(z+de,y +dy, 2z +dz, t + dt)k =

Ovy Ovy Ovy vy
%dx—f—a—ydy—i— pp dZ"rE

= (v, + dt)i+

Ovy Ovy Ovy vy .\~
+(vy, + (%dx—i- 8ydy—i— P —dz+ ot —2dt)j+

Ovs dt)k =

szdw szd +8vzd L

o+ et 5, oz ot

00 4 a:9% £ 9% _

ov
—Uwz—l—vyj—l—vzk—i—dx——i—dya EP 5

0

9 vy v Dy el -

= U (degn +dyge +dagn a1

Po uplynuti ¢asu dt¢ tedy hmotny element kontinua urazil
elementarni trajektorii dr” a ziskal rychlost

G(F+dr,t +dt) = T+ (dF. V)7 + %dt. (16)

Dosadime-li tento vysledek do substancionalni derivace
rychlosti

A7 7+ dF, ¢+ dt) — (7, t)

= — 17
dt dt ’ (a7
dostaneme vyjadreni
dv v ..\ .
E = 5 + (U.V)’U7 (18)

kde 0v/0t je lokalni derivace a (¥.V)¥ je konvektivni pfi-
spévek k derivaci akustické rychlosti, vyjadiujici rozdil
mezi substancionalni a lokalni derivaci, zptisobeny posu-
nutim hmotného elementu prostiedi o d7 [5].

Po dosazeni do (14
rovnici [5]:

) dostaneme Eulerovu pohybovou

ov

—Vp = o (m + (ﬁ.V)ﬁ) : (19)

3. Termodynamika zvukového pole

Analogicky k vyjadfeni tlaku (5) a hustoty (2) vyjddiime
teplotu prostfedi ©(7,t) v daném bodé& pole jako soudet
statické teploty prostfedi ©4 a akustické ¢asové proménlivé
slozky teploty (7, t):

O(7,

t) = O, + 0(7t). (20)

Predpokladejme, zZe pro vzduch, v némz zkoumame zvu-
kové pole, plati stavové rovnice [6]

m
bV = — RO,
M

kterou mizeme psat ve tvaru

b
— = E Oy, kam jsme dosadili K = —.
Os M m Os

Tato rovnice zfejmé plati i pro ¢asové promeénlivou tep-
lotu prostiedi O(7,t) v daném bodé pole, t;j.

b+p R
— = — 21
- e (21)
Derivujme tuto rovnici podle ¢asu
1 /0p do\ R 00
F(Ge-0n3) - 5% @

7 této rovnice je ziejmé, ze ve zvukovém poli je Casove i
prostoroveé proménny gradient teploty, ktery je doprovazen
prenosem tepla mezi sousednimi hmotnymi elementy pro-
sttedi. V popisu tohoto procesu vyjdeme z prvniho zakona
termodynamiky [6]. Nejdfive vyjadiime specificky tepelny
ptikon hmotného elementu prostredi, vyvolany gradientem
teploty.

3.1. Specificky tepelny pFikon hmotného elementu
Gradient teploty zptisobi mérny tepelny tok ¢ [6]

= —(Ve, (23)

kde /¢ je soucinitel tepelné vodivosti vzduchu. Mezi danym
hmotnym elementem prostiedi a jeho okolim dochézi k te-
pelné vymeéné, pricemz

~V.§=(V.VO = (A® (24)

udava tepelny prikon z okolniho prostiedi do hmotného
elementu dm, vztazeny k jednotce objemu. Pfi formulaci
prvniho principu termodynamiky zvukového pole budeme
vztahovat tepelny prikon hmotného elementu dm k jed-
notce hmotnosti. Toho dosdhneme vydélenim divergence
mérného toku (24) hustotou. Tuto veli¢inu budeme znaéit
1 a nazyvat specificky tepelny prikon hmotného elementu
dm:

= £A®.

. (25)
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3.2. Specificka vnitini energie hmotného elementu

Je zfejmé, ze se specificky tepelny piikon p projevi v ¢a-
sovych zménach specifické vnitini energie hmotného ele-
mentu dm

Cy 00
- v (26)
M Ot
a v praci konané objemovou expanzi hmotného elementu
dm, Cy je izochoricka molarni tepelna kapacita.

3.3. Specificky vykon expanze prostredi

Se zménou hustoty ¢ v daném bodé pole se méni mérny
objem 1/p, takze pusobenim tlaku b + p kona plyn pfi
expanzi praci. Specifickou objemovou expanzi hmotného
elementu dm vyjadiime jako derivaci specifického objemu

o (1\ 100
ot \o) 20t
Vynasobime-li specifickou objemovou expanzi hmotného

elementu dm tlakem b + p, pfi némz tato expanze probi-
hala, dostaneme specificky vykon expanze

(27)

_ b+p o
N 0?2 Ot

(28)

3.4. Prvni princip termodynamiky zvukového pole

P1i studiu neurcitosti linedrniho modelu zvukového pole
zanedbame sily vnitfniho tfeni, nebot neurcitost tohoto
zanedbani je o nékolik f4dd mensi nez neurcitosti lineari-
zacni. Kvazistacionarni vyjadfeni prvniho principu termo-
dynamiky [6] pak mizeme modifikovat na akustické vyja-
dfeni tak, Ze teplo prechézejici do daného hmotného ele-
mentu z okolniho prostredi vyjadiime specifickym tepel-
nym pfikonem p, akustické zmény vnitini energie vyjad-
fime Casovou derivaci specifické vnitini energie € a praci
plynu konanou ptisobenim tlaku pfi expanzi vyjadiime
specifickym vykonem expanze hmotného elementu pro-
stiedi o

p=c+a, (29)

tj. podle (25), (26), (28)
(30)

kde Cy je izochoricka molarni tepelnd kapacita. Je ziejmé,
7e jednotkou u, € 1 « je

1] = [e] = [o] = Wkg™" .

4. Linearni adiabaticky model zvukového
pole

4.1. Linearizace Eulerovy rovnice

V akustické praxi se obvykle pouzivé linearizovana Eule-
rova pohybova rovnice (19), kterou ziskdme zanedbanim
konvektivni derivace akustické rychlosti (¢.V)# proti lo-
kalni derivaci a zanedbanim akustickych casovych zmeén
hustoty p(7,t) proti statické hustoté prostiedi gs:

)

—Vp = s TE (31)

4.2. Linearizace rovnice kontinuity

Zanedbame-li v rovnici kontinuity (3) konvektivni deri-
vaci hustoty ¢.V o proti lokalni derivaci a ¢asové akustické
zmény hustoty p(7, t) v (2) proti statické hustoté prostedi
0s, obdrzime linearizovanou rovnici kontinuity

. 10p
—Vio=——. 2
v os Ot (32)

4.3. Adiabatické pribliZeni zvukového pole

Linearni adiabatickou aproximaci prvniho principu termo-
dynamiky ziskdme zanedbanim specifického tepelného pii-
konu p(7,t) (25) proti ¢asové derivaci specifické vnitfni
energie hmotného elementu e(7,t) (26), pfiCemz zane-
dbame akusticky tlak p(7,t) proti statickému tlaku b a
akustické zmény hustoty prostiedi p(7, t) proti hustoté sta-
tické og:
b 0o

02 Ot
Vyloué¢ime-li z rovnice adiabaty (33) ¢asovou derivaci tep-
loty dosazenim podle stavové rovnice (22), dostaneme

o Cv 09

T M ot (33)

dp _ R+Cv b 9o

= —. 34
ot Cy o5 Ot (34)
Dosadime-li podle Mayerova vztahu
C, =Cv +R (35)
a vyjadiime-li adiabaticky exponent
Cp
= — 36
x CV ) ( )
dostaneme linearizovanou rovnici adiabaty
do _ os Op
— = — = 37
ot xb Ot (87)

kterd vyjadiuje akusticky prispévek k hustoté prostiedi
v linedrnim zvukovém poli pomoci akustického tlaku. Tuto
rovnici 1ze pak podle (2) linearizovat zanedbanim p(7, t)
proti b a p(7,t) proti os

(38)
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Po integraci dostaneme

— QS —
= r,t).
) = 5 (1)
Vylouéime-li z rovnice adiabaty (33) ¢asovou derivaci hus-
toty dosazenim podle stavové rovnice (22) a dosadime-li za

(Cv + R) podle (35) a (36), dostaneme

(39)

00 M 0
% _ _M o (o)
ot »0sCy Ot
Podle (20) mtzeme rovnici (40) psat ve tvaru
00 M Op
— = e 41
ot x0sCy Ot (41)
resp. po integraci
M
o(r,t) = rt) . 42
(1) = o P(it) (42)

4.4. VInové rovnice idealizovaného zvukového pole

Jak bylo naznaceno v tvodu, je metoda stanoveni linea-
rizaCnich neurcitosti budovana na konfrontaci idealizova-
ného linearniho modelu zvukového pole se zakony dyna-
miky a termodynamiky. Zakladni rovnice, z nichz tato me-
toda vychézi, jsou vlnové rovnice idealizovaného modelu
zvukového pole pro akusticky tlak a akustickou rychlost.
Jejich odvozeni vychézi z linearizované Eulerovy pohybové
rovnice (31)

)

ot

a linearizované rovnice kontinuity (32), z niz je dosazenim
linearizované rovnice adiabaty (37) eliminovana hustota:

_vp = Os

1 Op
—Vii=——.
LT
Tyto rovnice tvori soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
p a U. Aplikujeme-li na (31) operator V a derivujeme-li
(43) podle ¢asu

(43)

ov
“Ap=0,V.—,
p Qvat
ov 1 (8%
‘V-a—%(w>

a dosadime-li z druhé rovnice do prvni za V.9¢/9¢, dosta-
neme vlnovou rovnici pro akusticky tlak

1 0%
Ap = 2 Wa (44)
kde
b
cC = {|»x— 45
o (45)

je rychlost zvukovych vln v idealizovaném zvukovém poli.
Podobné odvodime vlnovou rovnici pro akustickou rych-
lost. Derivujeme-li (31) podle ¢asu a aplikujeme-li na (43)
operator V, dostaneme

o 0%
Vo~ %o
1 _0p

Dosadime-li z prvni rovnice do druhé za V dp/dt, dosta-
neme

L0 07T

Za vyraz V(V.7)) dosadime podle zndmé identity

(46)

rotrot¥ =V (V.0) — A7,
V kontinudlnim modelu povazujeme vzduch za idedlni
plynné kontinuum bez vnitiniho tieni, takze zvukové pole
v tomto prostfedi miZeme povazovat za nevirové:

rotv =0 = V(V.0)=A7. (47)

Po dosazeni (47) do (46) dostaneme vlnovou rovnici pro
akustickou rychlost idealizovaného linedrniho adiabatic-
kého zvukového pole

AT = = = (48)

opét jsme dosadili podle (45). Dosadime-li do (45) podle
stavové rovnice (21), dostaneme vyjadieni zavislosti rych-
losti zvuku na teploté

» R

% Os .

(49)

C =

4.5. Idealizovany zakon zachovani akustické ener-
gie

Vratme se jesté k soustavé rovnic (31) a (43)

ov

—Vp = 05 —
bp=20 ot

. 1 0p
—Vi=——.
»b Ot

Vynésobme (31) skalarné vektorem —4 a rovnici (43) vy-
nasobme skalarem —p:

ov

Uv.Vp = — s U.—

v-vp oY ot

1 0Op

Vi = ——p—

py.-v %bpat

a obé rovnice sec¢téme

ov 1 dp
VAO+0Vp=—00.— — —p —.
pV.UHONVP Q”at %bp ot
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Dosadime-li za levou stranu vysledné rovnice podle iden-
tity
div (pv) = pV.0+ 9.Vp
a pravou stranu upravime podle
L 0v 1 0v? dp 1 0p?
Ve = = — - = - —
ot 20t Yo T 2o

dostaneme po malé upravé dilezity vztah

o (1 n 1 9
—0sv

ot \ 2% 2 og % b

Je zfejmé, Ze prvni vyraz v zavorce na pravé strané€ vy-

jadfuje hustotu kinetické energie akustické rychlosti v da-

ném bodé idealizovaného linearniho adiabatického zvuko-
vého pole

div (p?) =

(50)

wi (7, t) = 3 0502 (7, 1) (51)
a druhy vyraz
. I 5
wP(Tvt) - 2 0s 2 p (Ta ) (52)

vyjadiuje hustotu potencidlni energie akustického tlaku
v tomto bodé [8, 7].

Cely vyraz v zavorce na pravé strané rovnice (50) tedy
vyjadfuje hustotu energie idealizovaného linearniho adia-
batického zvukového pole v bodé 7

w(F,t) = % 002 (F,1) + @1, (53)

)
2 05 2 p

Vyraz p ¢ v zdvorce na levé strané rovnice (50) vyjadiuje
mérny tok akustické energie (akustickou energii, kterd pro-
teCe v daném bodé jednotkou plochy za jednotku casu —
okamzitou akustickou intenzitu) [8]

N7 t) = p(F,t) O(F, t). (54)

Rovnici (50) pak mizeme psat ve tvaru

ow
ot ’
ktery vyjadiuje rovnici kontinuity toku akustické energie,

tj. zdkon zachovani akustické energie v idealizovaném li-
nearnim adiabatickém zvukovém poli.

divN = — (55)

5. Linearni adiabaticky model postupné ro-
vinné harmonické viny

Zakladni informaci o neurcitostech idealizovaného linear-
niho adiabatického modelu zvukového pole budeme hledat
v jeho modifikaci pro idealizované pole postupné rovinné
harmonické vlny — viz vztah (45) v [2]. Pfipomefime z&-
kladni rovnice tohoto modelu.

5.1. Idealizovana postupna rovinna harmonicka
vlna

Zvolme souradnicovy systém tak, aby vlnoplocha byla rov-
nobézna s rovinou (y, z). Idealizované vlnové rovnice (44)
a (48) se pak zjednodusi na

&p 1 9%p
922~ 2 o (56)
0% vy 1 9%v,
oz2 2 0 (57)

Probihé-li vlnovy déj ve volném prostoru a kmitajici ro-
vina generuje rovinnou harmonickou vlnu, 1ze feSeni rovnic
(56) a (57) vyjadrit ve tvaru

P = pun cos(w(t = 2) + ), (58)

Vg = Um cos(w(t — %) + ), (59)

vy

kde rychlost sifeni ¢ idealizované linearni adiabatické po-
stupné rovinné vlny udava (45).

5.2. Linearizovana Eulerova rovnice pro rovinnou
harmonickou vlnu

Dosadme do linearizované Eulerovy rovnice (31) feSeni vl-
novych rovnic (58) a (59). Po zkraceni goniometrickych
funkei, dosazeni podle (68), (69) a po malé upravé dosta-
neme linearizovanou Eulerovu rovnici ve tvaru

Pet

(60)
Vef

= 0OsC,

ktery definuje idealizovanou vlnovou impedanci prostfedi.

5.3. Linearizovana rovnice kontinuity pro rovinnou
harmonickou vlnu

Vzhledem k (39) mizeme vyjadiit Sifeni zhusténi a zfedéni
v poli idealizované postupné rovinné harmonické viny ve
tvaru
x

p = pmcos(w(t——)+9). (61)
Dosadime-li toto vyjadfeni a vyjadieni akustické rychlosti
(59) do linearizované rovnice kontinuity (32), dostaneme
po malé upravé vyjadieni linearizované rovnice kontinuity
pro rovinnou harmonickou vinu

c

Um = — Pm -
S

(62)

5.4. Sifeni teplotni viny

Dosazenim (58) do (42) dostaneme rovnici §ifeni teplotni
viny

M

0 = Pm cos(w(t — %) +) .

E—— 63
05 Cs ( )
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5.5. Hustota akustické energie idealizované ro-
vinné harmonické viny

Dosadime-li (59) do (51), dostaneme vyjadieni hustoty ki-

netické akustické energie

Wl ) = 3 0l co(wlt =) +u)  (64)

a dosazenim (58) do (52) ziskdme vyjadfeni hustoty po-
tencialni akustické energie

cos?(w(t — %) +1). (65)

Stfedni hodnota hustoty kinetické akustické energie je

totT
cos? (w(t — E) +)dt
c

T = = 0002 = = S 005
g & tm T g sl
to

(66)
a stfedni hodnota hustoty potencialni akustické energie je

1 2 fot ™ 2
— Pm 2 z - Det
wp_§gsczf /COS (W(t—z)—'—’l/})dt— 2@502,
to
(67)

kde ver a per jsou efektivni hodnoty akustické rychlosti a
akustického tlaku:

2
v =02 = [ cosP(w(t — Z)+)dt = 22 (68)
T 2

to
tot T
2= p? — / COS2(w(t—E)+¢)dt _ m (69)
pef - pm T c - 2
to

Stfedni hustota akustické energie postupné rovinné har-
monické viny je pak podle (53) ddna souétem (67) a (66)

S S
W= o0k +

2
pef
2052

(70)

Stiedni hustotu celkové akustické energie idealizované po-
stupné rovinné harmonické viny (70) lze za pouziti linea-
rizované Eulerovy rovnice (60) vyjadtit bud pomoci akus-
tického tlaku, nebo akustické rychlosti:

2
_ Der 2
W= —% = v 0s.

- (71)

Vidime, ze se na hustoté akustické energie idealizované
rovinné postupné vlny podili rovnym dilem kineticka a
potencialni akusticka energie. O neurcitost tohoto oblibe-
ného vyjadieni se rovnéz budeme zajimat.

5.6. Intenzita toku akustické energie v postupné
rovinné harmonické viné

Dosadme do (54) podle (58), (59) a (60)

2
N(z,t) = 7 Lm
OsC

Intenzitu toku akustické energie vyjadiime jako stfedni
hodnotu mérného toku akustické energie

cos?(w(t — %) +y).  (72)

Po integraci dostaneme podle (69) zndmé vyjadieni inten-
zity idealizované rovinné postupné harmonické viny
2
I=qlet
OsC

(73)

Dosazenim podle (71) lze intenzitu idealizované rovinné
vlny vyjadrit pomoci stfedni hustoty akustické energie w

I =1ic

gl

. (74)

6. Neurditosti linearniho adiabatického

modelu zvukového pole

Nakonec budeme na nékolika piikladech demonstrovat sta-
noveni linearizacnich neurcitosti metodou konfrontace li-
nearizovanych akustickych rovnic se zdkony dynamiky a
termodynamiky [11].

6.1. Neurdéitost linearizované Eulerovy pohybové
rovnice

Dosadme FeSeni vlnovych rovnic pro rovinnou harmonic-
kou vlnu (58) a (59) do nelinearizované Eulerovy rovnice
(19). Po zkraceni goniometrickych funkci, dosazeni podle
(69), (68) a malé tpravé dostaneme Eulerovu rovnici ve
tvaru, ktery vyjadfuje neuréitost vinové impedance (60):

ZE:gsc{l—v—mCos(w(t—z)—i—w)}, (75)
Vef & C
resp.
ZE:gsc(lzlzv—m). (76)
Vef C

6.2. Neuréitost hustoty akustické energie

Jak plyne z (71), podili se na hustoté akustické energie ide-
alizované postupné rovinné harmonické vlny rovnym dilem
kinetickd a potencidlni energie. Prozkoumejme neurcitost
tohoto vyjadreni.

Stiedni hustotu akustické energie w vyjadiime podle
(70) jako soucet stfedni hustoty kinetické (66) a poten-
cidlni (67):
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_ 1 1 1
w = —2p§f+_gs’l}§f.

— T
2 oscC 2 (77)

Vztah mezi per a ver vSak v tomto pripadé neni dan Eule-
rovou linearizovanou pohybovou rovnici (60), nybrz neur-
¢itou formuli (76). Vyjddiime-li z formule (76) akusticky
tlak

Um
pgf = vgf(é’s 0)2 (1 + 2—)

- (78)

a dosadime ho do (77), dostaneme

1

0s C?

1 2
+ 5 Os Vet

v
v% (0sc)? (1 +2 ?m)
kde jsme zanedbali neurcitost druhého fadu. Po malé
Uprave pak obdrzime vyjadieni neurcitosti stfedni hustoty
akustické energie (66) ve tvaru

W = psv% (1 + %n) , (79)
ktery lze pfevést na tvar
_ 1 2 Um
w= o (1 + 7) . (80)

6.3. Neurcéitost akustické intenzity

Vyjadfeni neurcitosti akustické intenzity ziskdme dosaze-
nim (76) do (73):

(81)
K témuz vysledku vede dosazeni (80) do (74).

6.4. Neurcitost linearizované rovnice kontinuity

Dosadme do nelinearizované rovnice kontinuity (3) Sifeni
zhusténi a zfedéni (61). Po malé tpravé dostaneme vyja-
dfeni neurcitosti linearizované rovnice kontinuity:

vm:épm [l—v?mcos(w(t—%)%—?/))}, (82)
resp.

£pm (1

i“—”‘).
Os

c

(83)

Um =

6.5. Neurcitost adiabatické aproximace prvniho
principu termodynamiky

Neurcitost adiabatické aproximace prvniho principu ter-
modynamiky (30) vyjadfime pomérem amplitud speci-
fického tepelného prikonu p, a Casové derivace speci-
fické vnitini energie £,,. Mérny tepelny piikon v poli ro-
vinné harmonické vlny stanovime dosazenim (63) do (25).
Nejdfive vyjadiime (25) pro rovinnou vinu

10

¢ 9%
0s 02
Dosadime-li do této rovnice (63), dostaneme &asovy pri-
béh specifického tepelného piikonu

po= (84)

= fim cos(w(t—%)—!—i/)—Fﬂ'), (85)
kde
wN\2 LM
Hm = Pm (Z) %QE Cv (86)

je jeho amplituda. Dosadime-li (63) do (26), dostaneme
vyjadieni casové derivace specifické vnitini energie € v poli
rovinné harmonické viny

€ = emsin((t — %) +7), (87)
kde
w
m — Pm 88
fm = Pm (88)

je jeho amplituda.
Nyni mtzeme vyjadiit neurcitost adiabatického pfibli-
Zeni zvukového pole pomérem amplitud p,, a (88)

2wl M
o %bCV f (89)

Vzhledem k tomu, Ze mé vzduch dvouatomové molekuly,
muzeme dosadit

Hm
€m

) 7 7
CV—§R, %—g, %Cv_iR’
takze
Pm  ATLM
em  TbR I (90)

Je zfejmé, ze neurcitost adiabatického ptiblizeni s rostou-
cim kmitoctem roste. Zavedeme-li kriticky kmitocet

_ TbR
Jiait = 1700’
mizeme relativni neurcitost adiabatické aproximace prv-
niho principu termodynamiky vyjadrit jednoduchym vzta-
hem

(91)

P _

€m f krit '
Dosadime-li do (91) konstanty pro vzduch za norméalnich
podminek

(92)

R = 8314JK 'kmol ™', M = 285kgkmol *,

0 =0,025Wm 'K,
»x =14, b= 101kPa, ¢ = 344ms™ !,

dostaneme
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firit = 6,56.108Hz. (93)
Odpovidajici hypotetickd vinova délka je
Mait = —— = 5,2.10""m. (94)
fkrit

Z kinetické teorie plynti je zfejmé [9], Ze kritickd vinova
délka je rddové rovna stfedni volné dréze molekul vzdu-
chu za normalnich podminek a kriticky kmitocet je fadoveé
roven srazkové frekvenci molekul vzduchu.

Je tedy zfejmé, Ze na kmitoctech blizkych kritickému
kmito¢tu se vzduch prestavd chovat jako kontinuum.
VsSechny rovnice formulované pro kontinuum prestavaji
platit. Sifeni zvukov§ch vin za téchto podminek je silné
naruseno pohybem molekul. Vlnové rovnice neplati.

V pésmu audiokmito¢tii je podle (92) neuréitost konti-
nualniho modelu zanedbatelna:

I

rmo o 10—57
€m

Sfmax = 20kHz.

7. ZAvér

Lineariza¢ni neuréitosti vlnové impedance prostfedi (76),
stfedni hustoty akustické energie (80), akustické intenzity
(81), rovnice kontinuity (83), adiabatické aproximace prv-
niho zédkona termodynamiky (90) a kontinualniho modelu
prostiedi (92) stanovené pro idealizované zvukové pole po-
stupné rovinné harmonické vlny metodou konfrontace li-
nearizovanych akustickych rovnic (58) — (74) s fyzikalnimi
zakony dynamiky a termodynamiky zvukového pole (1) —
(30) signalizuji, ze jejich znalost m4a zakladni vyznam pii
analyze zvukového pole pomoci linearizovanych akustic-
kych rovnic. Vzhledem k tomu, Ze lineariza¢ni neurcitosti
nelze statisticky eliminovat, je i¢elné vyhodnotit je diive,
nez se pustime do pracné statistické analyzy mnohocet-
nych experimentti. MtiZe se stat, ze statisticky vyhodno-
cenda chyba méfeni bude podstatné mensi nez linearizacni
neurcitost. V takovém pfipadé je chyba meéfeni zcela po-
hlcena lineariza¢ni neurcitosti.

Lineariza¢ni neurcitosti pro jiny typ pole uréime podle
stejné procedury. Reseni vInovych rovnic (44), (48) dosa-
dime do pfislusnych nelinearizovanych fyzikalnich rovnic
z nabidky (1) — (30) a po malé Gpravé obdrzime kyzené
neurcitosti.

Pokud se ¢tenar zajimé o exaktni feSeni problémii, které
vykazuji za pouziti idealizovaného linedrniho modelu zvu-
kového pole prilis velké neurcitosti, mize najit pouceni
napf. ve stati [10].
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Asymptoticka reseni nehomogenni Burgersovy rovnice
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Consistent with the second-order nonlinear theory, acoustic fields in the resonator can be represented by counter-
propagating waves which are assumed to not interact in the resonator volume. These waves are coupled only by
boundary conditions. If we suppose that the waves are slowly varying in space and in time it is possible to describe
the waves by means of the inhomogeneous Burgers equation. When the exciting piston radiates more than one
eigen-frequency of the resonator one can control generation of harmonics. Assuming that the piston radiates only
the fundamental and second eigen-frequency it is possible to get the Whittaker-Hill equation by means of the
Cole-Hopf transformation for steady-state waves. New asymptotic solution of this equation is presented in this
work. The approximate solution, which enables to describe nonlinear standing waves in the resonator, is compared
with numerical one and its validity limits are also discussed in this work.

1. Uvod

V souladu s nelinearni teorii druhého fadu mohou byt
akustickd pole v rezonatoru reprezentoviana dvéma proti
sobé bézicimi vlnami, pficemz se predpoklada, ze tyto
vlny spolu neinteraguji. Tyto vlny jsou pouze svazany
okrajovymi podminkami na sténdch rezonatoru. V pfi-
padé, ze predpokladame, ze tyto vilny méni svij tvar
v prostoru a ¢ase jen nepatrné, je mozné k jejich popisu
pouzit tzv. nehomogenni Burgersovy rovnice. V pfipadé,
ze budici pist, jenz tvori jednu ze stén rezonatoru, kmita
na vice nez jedné vlastni frekvenci, je mozné s jeho po-
moci Fidit generovani vyssich harmonickych slozek a tim
ovliviiovat vliv tzv. nelinedrniho utlumu. P#i potlaceni ne-
linearniho dtlumu se zamezuje vzniku saturac¢niho efektu
a v rezonatoru je mozné vybudit nelinedrni stojaté viny
velmi vysokych amplitud. Takovéto vlny pak nachéazeji
nemalé uplatnéni v fadé akustickych zafizeni, viz napf. [1].

V tomto clanku prezentujeme asymptotické feseni neho-
mogenni Burgersovy rovnice a porovnadvame ho s feSenim
numerickym. Na asymptotickém feSeni je mozné demon-
strovat mechanismy potlaceni generace vyssich harmonic-
kych slozek za souc¢asného rustu amplitudy nelinearni sto-
jaté viny.

2. Odvozeni nehomogenni Burgersovy rov-
nice

K popisu nelinedrnich stojatych vin v rezonatorech kon-
stantniho prifezu miizeme pouzit tzv. Kuznécovovy rov-
nice (viz [6]), kterd pfedstavuje modelovou rovnici pro
rychlostni potencial ¢ v druhém pfiblizeni

P29 L% v—109 (9¢\° 9 [(9\°
oz g2t a(%) *5(3—) = O
b %
pock O3’
12

kde z je prostorova soufadnice ve sméru osy rezonatoru,
t je Cas, cp rychlost §ifeni zvukovych vin v linedrnim pribli-
zeni, pg je hustota prostfedi nenaruseného zvukovou vlnou,
v = ¢p/cy je Poissonovo &islo, ¢, a cy jsou mérna tepla pii
konstantnim tlaku a objemu, b = pod, kde § je koeficient
difuze (viz napf. [7]).

V rezonatoru si mizeme predstavit zvukové pole jako
superpozici dvou prostych vin, které se $iti proti sobé, pti-
¢emz se v souladu s nelinedrni teorii druhého fadu pred-
poklada, ze tyto viny spolu neinteraguji a jsou svazany
pouze okrajovymi podminkami na sténach rezonatoru, viz
[3]. Dalsim moZnym zjednoduSenim v ramci nelinedrni
teorie druhého fadu je zanedbani skutecnosti, ze se sou-
¢asné s pohybem budiciho pistu méni délka rezonatoru.
Predpoklddame-li, Ze s casem i se vzdéalenosti se méni tvar
proti sobé bézicich vln jen nepatrné, je mozné hledat feseni
rovnice (1) v nésledujicim tvaru

(b: |:/L(b+ (Hl’a/ﬂfﬂ'+ =t— i) -

Co

X
- po— (uaﬁ,ut,f =i+ —)} ;

Co

(2)

kde p je maly bezrozmérny parametr. Dosadime-li vyraz
(2) do rovnice (1) a zanedbame-li ¢leny fadu t¥i a vyssi
(v souladu s nelinearn{ teorii druhého ¥ddu) a budeme-
li pfedpokladat, jak jiz vySe bylo zminéno, Ze proti sobé
bézici viny spolu neinteraguji, dospéjeme k nasledujicim
rovnicim (podobné napt. [5])

8Ui 8’Ui 6 8’Ui

n b 0%vy4
g——F — -y — = —— .
S co Fory 2poc3 073

3)
Pro akustickou rychlost mtizeme psat, ze

(4)

kde v; a v_ jsou FeSeni rovnice (3). Oznacime-li délku

rezonatoru konstantniho prifezu jako L, potom pro jeho

vlastni kruhové frekvence w,, plati vztah

nmco
7

V=04 — U,

n=123,... (5)

Wp =

Prijato 13. fijna 2003, akceptovéano 8. prosince 2003.
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V pfipadé, Ze uvazujeme o harmonickém buzeni rezona-
toru pistem umisténym v misté x = L, mizeme vyjadiit
okrajové podminky nésledujicim zpiisobem

v= (v —V_)z=0 =0,

v = (V4 —V_)p=L = U1 sin(wt) + vz sin(2wt + ¢) , (7)

kde vpm1 a vme jsou amplitudy rychlosti pistu a ¢ repre-
zentuje fazovy posuv. Predpoklddejme, Ze pist kmitad na
kmito¢tu w, ktery je roven (2n + 1)-té vlastni frekvenci,
tj. w = wan41. Tento predpoklad zajisti, Zze vyssi harmo-
nické slozky nelinearni stojaté viny budou v koincidenci
s vlastnimi frekvencemi prislusného rezonatoru.

Rovnice (3) spolu s podminkami (6) a (7) se mohou
fesit pomoci metody postupnych aproximaci, viz [5]. Na
zékladé této metody ziskdme nasledujici modelové rovnice

Jdvy [B_ O0vy b 0?04 ®)
_— _U _ =
ot co Oy 2pocd 012
= vgzco sin(wry ) + Um2€0 sin(2wry + ) .

Rovnice (8) pfedstavuji nehomogenni Burgersovu rovnici,
kde

Tt 7a) = va(t, ) £ 2 11;20 sin(wry )+
Um2Z

2L

+ (9)

sin(2wry + @) .

Dosazenim z rovnic (9) do rovnice (4) dostaneme

v(t,x) =74 —T_ — Ynl? os (ﬂ> sin(wt) — (10)
L Co
m 2 :
L sz cos (%) sin(2wt + @) .

3. Asymptoticka feseni modelové rovnice

Pro dalsi vahy a piehlednost je vhodné vyjadiit rovnice
(8) v bezrozmérném tvaru

IV Ve 10°Vy | )
_ _- - 2 11
os oy, T o sin(y+)+psin(2y++¢) , (11)
kde
t T 2
S__7Vi:v_i7inWTi7F:M7 (12)
ts Vo bw

p= Um?2 - Um1Co b= Co
= — 0= s = .
Um1 , 27—‘—6 ’ B‘UUO

Rovnice (11) maji shodny tvar pro obé& proti sobé postu-
pujici viny, tudiz pro pfehlednost mtiZzeme tyto rovnice
preznacit nasledujicim zptsobem

10%V

ov . .
— —? = sin(y) + psin(2y + ) .

5

ov

By (13)

Budeme-li uvazovat o zvukovém poli uvnitt rezonatoru, ze
je pouze ve stacionarnim stavu (9V/9ds = 0), pak pouzitim
Coleovy-Hopfovy transformace (viz napft. [2], [7])

20’
V==:2 14
pro rovnici (13) dospéjeme k néasledujici linedrni diferen-
cidlni rovnici

r2 r2
U" + |a— Ecos(y) — —pcos(Zy—i—go) U=0,

- (15)

kde c¢arka predstavuje derivaci vzhledem k proménné y.
Rovnice (15) pfedstavuje tzv. Whittaerovu-Hillovu rovnici
(viz [8], [9]). KdyZ parametr p neni pfilis vysoky, mizeme
pomoci asymptotické metody (viz [11]) TeSit rovnici (15).
Aplikaci asymptotické metody a transformace (14) dospé-
jeme pro ¢ = 7 k nésledujicimu feseni

V(y) = 2c0s (4) |1+ 2psin ().

. tanh [QFsin (g) 1 + 2psin® (g)] . (16)

Kdyz se T limitné blizi k nekoneénu (idedlni tekutina),
dostédvame ze vztahu (16) nasledujici Feseni

V(y) = 2cos (%) sign(y)4/1 + 2psin? (%) . (17)

Reseni (17) bylo prezentovano v ¢lanku [3]. KdyZ p = 0,
potom FeSeni (16) a (17) prechazeji v tvary (viz [4])

V(y) ~ 2cos (%) tanh [F sin (%)} (18)

V(y) = 2 cos (%) sign(y) . (19)

Reseni (16) miZeme vyjadiit pomoci Fourierovy fady

V=) V,sin(ny) (20)
n=1
kde
2 (7 y 2 (Y
Vo=— 2 cos (—) 1+ 2psin (—)
tanh |20 sin (2 in? (£) ] sin(ny)d
- tan sin ( 5 1+ 2psin 3 sin(ny)dy . (21)
Pak mizeme psat (viz [11])
—_— 2+ % N 2+% B
2T sinh {%} 2T" sinh {%}
- P - P . (22)
AT sinh [ 2032 ] 4 sinp [ 2032

13
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KdyzI" — oo (idedlni tekutina), dostaneme ze vztahu (22)
tento vyraz

. 16n(942p —4n?)

o~ . 23
m(16n* — 40n2 + 9) (23)
Pro p = 0 pfejde feSeni (23) do nésledujiciho tvaru
16n
Vi=—F——<. 24
m(4n? — 1) 24)

Pomoci vyrazt (10) a (20) miZeme psat

v(z,t) ~ =2,/ U;n;;o Z {Vn sin (%) cos(nwt)} -
n=1

m m 2 .
_— le cos <('Z—:> sin(wt) + ? L2I cos <g> sin(2wt) .
(25)

4. Porovnani s numerickymi vysledky

V této ¢asti porovndme asymptotickd (analytickd) a nu-
merické feSeni nehomogenni Burgersovy rovnice pro riizné
hodnoty parametrd I' a p.

Nehomogenni Burgersovu rovnici fesime standardni nu-
merickou metodou Runge-Kutty c¢tvrtého fadu v kmi-
to¢tové oblasti (uvazujeme o prvnich 100 harmonickych
slozkach). Numerické oscilace byly tlumeny pomoci umélé

atlumové funkce )
= = M7 (26)
nH
kde H je tlumici soucinitel. Kazda harmonicka je néso-
bena koeficientem =,. Soucinitel H byl zvolen tak, Ze
numerické oscilace téméf vymizely. Zadného umélého
atlumu nebylo pouzito pifi volbé parametru I' = 20.

Srovnéani asymptotického FeSeni (16) s numerickym je
prezentovano na obrazcich 1 az 6. Prvni sada obrazkt je
realizovana pro I' = 20 a pro p rovné 0, 1 a 25, kdezto
druhéa sada obrazki je realizovana pro I' = 50 a stejné hod-
noty parametru p. V obou dvou sadach obrazkid miizeme
pozorovat dobrou shodu mezi numerickymi a asymptotic-
kymi feSenimi, pro I' = 20 vychézi toto srovnani o néco
malo hiife nez pro I' = 50, coz je v souladu s podminkami,
za kterych bylo asymptotické Feseni odvozeno. Abychom
demonstrovali pfinos nového asymptotického feseni (16),
srovnali jsme pribéh jednotlivych harmonickych pro riizné
hodnoty T' na obrazku 7. K tomuto tcelu jsme pouzili
vztahu (22) pro p = 0. Z tohoto obrézku je patrné, ze
zv1asté u vyssich harmonickych dochazi k vyraznym rozdi-
lim pro mensi hodnoty parametru I'. Abychom ilustrovali
platnost spektrélniho Feseni (22), zhotovili jsme obrazek 8.
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Obrazek 1: Srovnani asymptotického FeSeni (plna ¢ara) a
numerického FeSeni (pferusovand ¢ara), I' =20, p =0

Obrazek 2: Srovnani asymptotického FeSeni (plna ¢ara) a
numerického feSeni (pferusovand ¢ara), ' =20, p =1

Obrazek 3: Srovnani asymptotického FeSeni (plna ¢ara) a
numerického Feseni (pferusovand ¢ara), I' = 20, p = 25
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Obréazek 4: Srovnani asymptotického Feseni (plnd ¢ara) a
numerického feSeni (pferusovand ¢ara), I' =50, p =0

Obrazek 5: Srovnani asymptotického Feseni (plnd ¢ara) a
numerického Feseni (pferusovand ¢ara), I' = 50, p = 1

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
y

Obrazek 6: Srovnani asymptotického FeSeni (plnd ¢ara) a
numerického Teseni (pferusovand ¢ara), I' = 50, p = 25

VT —7T—T1T T 71771 T T3
3 =20 E
=30 ------- ]
1 B =50 -------- i
E =100 E
_ [=00 — === 1
>C B
- 0.1 F -
[@2] 3
o 3
0.01 ¢
0001 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

Obréazek 7: Srovnani velikosti harmonickych |V, | pro rizné
hodnoty I'a p =10

Obrazek 8: Srovnani asymptotického feseni pro p = 0,5
(plna ¢ara), spektralniho feseni pro p = 0,5 (pferusovana
¢ara) a spektrélniho feSeni pro p = 0 (Cerchovand ¢ara),
I' =50
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5. Zavér

Clanek je vénovan nalezeni asymptotického feSeni neho-
mogenni Burgersovy rovnice, ktera slouzi k popisu neli-
nearnich stojatych vln v rezonatoru kruhového prifezu,
jenz je buzen pistem kmitajicim soucasné na dvou frek-
vencich, mezi nimiz je fizovym posuv w. Tento zptusob
buzeni umoznuje potlac¢it nelinearni atlum.

Nalezené asymptotické feseni bylo porovnano s feSenim
numerickym. Z porovnani vyplyva, Ze nalezené asympto-
tické FeSeni se lisi pro G 2 20 od numerického jen nepa-
trné. Rovnéz byl nalezen spektralni tvar asymptotického
feSeni pro p < 0,5, ktery umozni sledovat vliv zvoleného
zplisobu buzeni na generovani jednotlivych harmonickych
slozek.

Podékovani

Tento piispévek byl podporovan GACR ¢&. 202/01/1372 a
vyzkumnym zadmérem J04,/98:212300016.

Reference

[1] G. W. Swift: “Thermoacoustics engines,”J. Acoust.
Soc. Am. 84, 1145-1180, 1988.

[2] K. Naugolnykh, L. Ostrovsky: Nonlinear Wave Pro-
cesses in Acoustics, USA, Cambridge University
Press, 1998.

16

[3] V. E. Gusev, H. Bailliet, P. Lotton, S. Job, M.
Bruneau: ,Enhancement of the ) of a nonlinear
acoustic resonator by active suppression of harmo-
nics,“J. Acoust. Soc. Am. 103, 3717-3720, 1998.

[4] W. Chester: “Resonant oscillations in closed tu-
bes,” J. Fluid Mech. 18, 44—64, 1964.

[5] V. E. Gusev: “Buildup of forced oscillations in acous-
tic resonator,” Sov. Phys. Acoust. 30, 121-125, 1984.

[6] V. P. Kuznetsov: “Equations of Nonlinear Acous-
tics,” Sov. Phys. Acoust. 16, 467-470, 1971.

[7] M. F. Hamilton, D. T. Blackstock: Nonlinear Acous-
tic, USA, Academic Press, 1998.

[8] K. M. Urwin, F. M. Arscott: “Theory of the
Whittaker-Hill equation,” Proc. Roy. Soc. Edinburgh
69, 2844, 1970.

[9] K. M. Urwin: “Characteristic values of the
Whittaker-Hill equation with one large parameter,”
Buletinul Institutului Politehnic Iasi 26, 33—-40, 1975.

V. E. Gusev: “Parametric amplification of acoustic
waves in closed tubes,” Sov. Phys. Acoust. 30, 176—
180, 1984.

M. Bednafik, P. Konicek: “Asymptotic solutions of
the inhomogeneous Burgers equation,” J. Acoust.
Soc. Am. 114, 2003 (v tisku ¢. 6).



Akustické listy, 9(4), prosinec 2003, str. 17-20

© CsAS

Selektivni potlaceni harmonickych v akustickém rezonatoru
Petr Konicek a Michal Bednarik

CVUT - FEL, Technick4 2, 166 27 Praha 6
e-mail: [konicek,bednarik]@fel.cvut.cz

The method of the second harmonic suppression in resonators by means of passive and active methods is investi-
gated in this paper. The resonator is driven by a piston which vibrates with two frequencies. The first one agrees
with an eigenfrequency and the the second one is equal to the two times higher eigenfrequency. The phase shift
of the second piston motion is 180 degrees. It is known that for this case it is possible to describe generation of
the higher harmonics by means of the inhomogeneous Burgers equation.

1. Uvod

Vyuziti nelinearnich stojatych vln je omezeno vlivem ne-
linedrniho Utlumu, ktery zptsobuje akustické saturacni
jevy. Dtlezitou charakteristikou rezonatoru je jeho jakost
Q, kterd urcuje, kolikrat je amplituda stojatych vin vétsi
nez amplituda kmit budiciho pistu. Jakost rezonatoru @
zéavisi na amplitudé kmitt budiciho pistu prostfednictvim
nelinedrniho dtlumu. Nelinedrni Gtlum je spojen s neline-
arni akustickou vlnovou interakei, kterd zptisobuje gene-
raci vyssich harmonickych. Zatimco termoviskézni itlum
je tmérny druhé mocniné frekvence, je mozné vliv neli-
nearniho utlumu zmensit potlacenim vinovych kaskadnich
procest. Rezonatory s vysokou jakosti se vyuzivaji v ter-
moakustickych strojich, akustickych cerpadlech a chemic-
kyjch dezintegrac¢nich zafizenich.

Pro vyuziti nelinearnich stojatych vin jsou nutné rezo-
natory s vysokou jakosti, které umoznuji akumulovat velké
mnozstvi akustické energie. Tato prace se zabyva proble-
matikou nelinearniho ttlumu s vyuzitim selektivnich ab-
sorbéri v akustickych rezonatorech. Tato pasivni metoda
umoziuje zvysit jakost rezonatoru Q). Prace se rovnéz za-
byva aktivni metodou potlaceni druhé harmonické kompo-
nenty zvukové vlny v rezonatoru, kterou je rovnéz mozné
vyuzit ke zvysSeni jakosti rezonatoru Q.

V souladu s nelinedrni teorii druhého fadu je mozné
popsat akustické pole v rezoné,toru pomoci proti sobé se
rezonatoru spolu neinteraguji. Tyto viny Jsou svazany
pouze okrajovymi podminkami. Za predpokladu, ze viny
se v Case a v prostoru méni pomalu, je mtzeme popsat
pomoci nehomogenni Burgersovy rovnice. Vznik vyssich
harmonickych v rezonatoru mizeme ovlivnit v pripadé, ze
budici pist vyzaruje vice nez jednu vlastni frekvenci.

2. Modelové rovnice pro popis aktivniho

potlacdeni a pasivni absorpce harmonic-
kych
P1i popisu stojatych vin koneéné amplitudy ve valcovém

rezonatoru o neproménném polomeéru je mozné pouzit ne-
homogenni Burgersovu rovnici v bezrozmérném tvaru

Prijato 13. fijna 2003, akceptovéano 8. prosince 2003.

Wi — Ve 10Ve  0:Ve
do o, Gy o2 ot i

N
Z (Ko + LaVa)sin (n7l +687) (1)

kde bezrozmeérné souiadnice jsou definovany jako

Buowt — Tt
= 9 Tj: = WT4, Vi =
Co Vo

(2)

kde t je Cas, ¢y je rychlost zvuku pro malé signaly, 3 je
parametr nelinearity, w je thlova rychlost, vy je amplituda
rychlosti, 7 a 7_ jsou retardované casy

T T
T+:t_c_7T_:t+c_7
0 0

3)

kde x je prostorova soufadnice ve sméru osy rezonatoru.

Uy(t,me) =vgp(t,74) £ Z T sin (mm'i + 905?)) , (4)

kde L je délka rezonatoru. V, je amplituda n-té harmo-
nické rychlosti V 1

2 (r_
V== V1 sin(ntl). (5)
T Jo

Gy je Goldbergovo cislo, D je koeficient mezni vrstvy,

Bct
RO\/L*_)'Un6,

[V Y
B=,/—|(1
20(2)<+

D= (6)

-1
L), 7
=) "
Ry je polomér rezonatoru, v je koeficient kinematické
viskozity, v je adiabaticky exponent, Pr je Prandtlovo
¢islo. Zlomkovou derivaci v (1) mtZeme vyjadfit jako

_L] -
-1

of(r

93 f(r) (')
or r—r1

ors

(®)
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K, jsou amplitudy aktivniho potlaceni harmonickych, L,

jsou amplitudy selektivni absorpce harmonickych.
Pro akustickou rychlost mizeme psat

V=04 —U_ . 9)

Rovnice (1) plati pro thlové frekvence w = w, dané

vztahem
nmwey

L 3

Wy = n=123, ... (10)
V pripadé, ze predpoklddame harmonické buzeni stojatych
vln v rezonatoru pomoci pistu v misté x = L, muzeme
vyjadrit okrajové a poc¢atecni podminky jako

v=(vy —v_)ze0=0, vi(t=0)=0, (11)
N

v= (v —V_)p=r = Z U sin(nwt + n,) , (12)
n=1

kde v,, jsou amplitudy akustické rychlosti pistu a ¢, jsou
fazové posuny. Predpokladame, ze pist kmita s thlovou
frekvenci w, kterd je rovna (2n + 1)-té vlastni frekvenci
popisovaného rezonatoru dané vztahem w = way,+1. Tento
predpoklad zptisobuje, Ze vyssi harmonické slozky akus-
tické rychlosti odpovidaji vlastnim frekvencim.

3. Vysledky

V tomto odstavci se budeme zabyvat srovnanim mezi feSe-
nim rovnice (1), jestlize bereme v tivahu aktivni potladeni
druhé harmonické a selektivni absorpci druhé harmonické.

Nehomogenni Burgersovu rovnici (1) jsme Fesili ve frek-
vencni oblasti standardni metodou Runge-Kutta ¢tvrtého
fadu (s prvnimi 100 harmonickymi). Numerické oscilace
byly odstranény pomoci umeélého ttlumu. Kazda harmo-
nické byla nasobena koeficientem ¥,

sin(nH)
Wy = — (13)
kde H je frekvencni tlumici koeficient, coZ zpusobuje pri-
davny atlum jednotlivych harmonickych. Hodnota H byla
zvolena tak, Zze numerické oscilace nevznikaly a tento pfi-
davny utlum byl pozorovatelny jen na nejvyssich harmo-
nickych. Vysledky jsou ziskany pro Go=1000, D = 0,01,
K = 500.

Pro parametry N=1, K1=1, L1=0, 90;1):0 nebyl umély
atlum pouzit. Pro vypocet aktivniho potlaceni druhé har-
monické byly pou(ii)ty pararrze;nry N=2, K;=1, Ky > 0,
1 2

L1 = Ly =0, o) = 0, oY m. P¥i modelovéni se-
lektivni absorpce na druhé harmonické jsme pouzili N=2,
Ki=1,K;=0L, =0, Ly >0, o} =0, o = 7.

Prvni sada obrazkt 1-5 je pro Ko = 1, V5=20, druhé
sadé 6-10 odpovida Ky = 25, V5=>500.
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Obrazek 1: Casovy vyvoj prvni harmonické akustické rych-
losti. Srovnéni feseni bez tlumeni (k¥ivka nepferusovana),
s aktivnim tlumenim (kfivka éarkovand) a se selektivni
absorpci (kfivka ¢erchovand)
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Obrazek 2: Casovy vyvoj druhé harmonické akustické
rychlosti. Srovnani feSeni bez tlumeni (kfivka nepferuso-
vand), s aktivnim tlumenim (kfivka ¢arkovand) a se selek-
tivni absorpci (kfivka ¢erchovand)

4. Zavér

Z obrazkt (1) az (10) vidime, Ze transport energie smérem
k vys$im harmonickym je omezen a vznikd ”subharmo-
nickd” na prvni vlastni frekvenci rezonatoru. Z tohoto di-
vodu dochazi rovnéz k potlaceni akustického satura¢niho
efektu. Potlaceni akustické saturace zpusobuje, Ze roste
jak amplituda stojaté viny, tak jakost rezonatoru Q. Vyssi
jakost @ znamend, Ze v rezonatoru dochazi k akumulaci
vétstho mnozstvi akustické energie.

Jev aktivniho potladeni druhé harmonické je v prin-
cipu podobny selektivni absorpci na druhé harmonické.
7Z numerickych vysledkt je vSak zfejmé, Zze déje souvise-
jici s aktivnim potla¢enim druhé harmonické jsou mnohem
silnéjsi.
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Obrazek 3: Casovy vyvoj tieti harmonické akustické rych-
losti. Srovnéni fesen{ bez tlumeni (kiivka nepferusovand),
s aktivnim tlumenim (k¥ivka Garkovana) a se selektivni

absorpci (kfivka ¢erchovana)

Vy
o = N w N (3] (2] ~ (o] [{e]

Obrazek 4: Casovy vyvoj &tvrté harmonické akustické
rychlosti. Srovnani feSeni bez tlumeni (kfivka nepferuso-
vand), s aktivnim tlumenim (kiivka ¢drkovand) a se selek-

tivni absorpci (kfivka Cerchovand)
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Obrazek 5: Casovy vyvoj akustické rychlosti. Srovnani fe-
geni bez tlumeni (kfivka nepferuSovand), s aktivnim tlu-
menim (k¥ivka ¢arkovand) a se selektivni absorpei (kiivka

Cerchovand)
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Obrazek 6: Casovy vyvoj prvni harmonické akustické rych-
losti. Srovnéni feseni bez tlumeni (k¥ivka nepferuSovana),

s aktivnim tlumenim (kfivka ¢arkovand) a se selektivni
absorpci (kfivka ¢erchovand)
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Obrazek 7: Casovy vyvoj druhé harmonické akustické
rychlosti. Srovnani feSeni bez tlumeni (kiivka nepferuso-

vand), s aktivnim tlumenim (kiivka ¢drkovand) a se selek-
tivni absorpci (kfivka ¢erchovand)
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Obrazek 8: Casovy vivoj t¥eti harmonické akustické rych-
losti. Srovnéni feseni bez tlumeni (k¥ivka nepferuSovana),

s aktivnim tlumenim (kfivka ¢arkovand) a se selektivni
absorpci (kfivka ¢erchovand)
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MozZnosti zdokonaleni ultrazvukového termalniho

prutokomeéru vyuzitim metod Time Reversal Acoustic

Jaroslav Plocek

CVUT - FEL, Technicka 2, 166 27 Praha 6
e-mail: plocek@fel.cvut.cz

This paper shortly reviews several recently used methods of thermal marks detection in liquid marking flowmeters
and describes their problems. It introduces principles of the Time Reversal Acoustic and its basic characteristics
in view to their use in flowmeters and suggests a new method for mark detection, based on the one-channel Time

Reversal procedure.

1. Uvod

V soucasné dobé jsou znamy rizné druhy neinvazivnich
kapalinovych pritokomérid. Jednim z nich jsou ultrazvu-
kové pritokoméry se sondami, prikladanymi z vnéjsku
v riznych mistech na potrubi, které vyuzivaji pfevazné
metod Tranzit time nebo korelac¢nich metod a jsou
schopny méfit rychlost proudéni cistych kapalin v po-
trubi o nejmensim praméru pfiblizné 12,5 mm a urcovat
nejmensi hodnoty prutokové rychlosti o velikosti zhruba
30mm/s. Pro mensi praméry trubic a mensi pritokové
rychlosti neni znama neinvazivni metoda na méfeni pri-
toku kapalin, v nichZ nejsou pfitomny ¢astice rozptylujici
ultrazvuk.

Jsou rovnéz zndmy znackovaci pritokoméry, které jsou
v8ak vyuzivany v malém méritku, protoze neméii okamzi-
tou priatokovou rychlost, ale jen primérnou pritokovou
rychlost na méficim tseku, a kromé toho je znacka ne-
stabilni a ¢asem se rozplyva, a to zejména pri turbulent-
nim proudéni prakticky okamzité. Pfesto vSak maji prave
v oblasti malych pritokovych rychlosti a malych primeéria
trubic nezanedbatelny vyvojovy potencial.

Na naSem pracovisti se zabyvame vyzkumem priitoko-
méru s termalni znackou generovanou v kapaliné vykono-
vym ultrazvukem z vnéjsi strany trubice [1]. P¥i hledani
optimélni metody pro detekci termalni znacky se nabizeji
moznosti v poslednich letech slibné se rozvijejictho oboru
— Time Reversal Acoustic.

2. Kapalinovy prutokomér s termalni znac-
kou generovanou i detekovanou ultra-
zvukem

Je zaloZzen na méfeni unasivé rychlosti ohranicené oblasti
kapaliny, v niz byla uméle (malym lokdlnim ohfevem) vy-
tvorena mald, ale méfitelna, zména teploty — znacka, coz
vede u prevazné vétsiny kapalin mj. ke zméné rychlosti si-
feni ultrazvuku. Toho se pak vyuziva k detekci prichodu
znacky predem definovanym mistem (obr. 1).

Pritokova rychlost je vyhodnocovana z doby priichodu
znacky méfenym usekem znamé délky. Objemovy pritok
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Obréazek 1: Princip znackovaciho pratokoméru

se urc¢i snadno pii dodrzeni konstantniho prifezu trubice
v méfeném useku. Predpokladem je lamindrni proudéni.

2.1. Metody ultrazvukové detekce termalnich zna-
cek

Klasické metody UZ detekce téchto znacek mohou byt
obecné kontinualni nebo impulzni, prichodové nebo od-
razové, pricemz je pozadovana extrémni citlivost, dobra
odolnost proti vnéjsimu ruseni a moznost pouziti priloz-
nych sond. Pozadavek na extrémni citlivost detekce je dan
pouzitou metodou vytvareni znacky, kterd je z hlediska
acinnosti ohfevu mélo efektivni. Pomérna zména rychlosti
Sffeni Ac/c dosahovana timto zpiisobem lezi mezi 1073 a
104,

Faktory vymezujici optimélni detekéni metodu lze dis-
kutovat na obrazku 2, kde je ve schematickém fezu vy-
znaceno usporadani priloznych snimaci na valcové trubici
malého priméru a kde jsou zakresleny nékteré cesty UZ
signalu.

Pfedevsim je tfeba vzit v avahu, Ze pfi malych primé-
rech trubice (a tudiz potiebé vyssi frekvence UZ signalu)
lezi rozméry Iy, Iy, d a D v rozsahu jednoho fadu. Velké
zakfiveni povrchu trubice zuzuje podstatné oblast dotyku
s ménicem, v dusledku toho pak dochazi k divergenci UZ
svazku uvnitf trubice. Tim se otevirda moznost pruchodu
UZ svazku plastém trubice, a to jak podélné viny (L2), tak
pfi¢né vlny vznikajici konverzi médu p¥i odrazu (T1). Re-
alna je i moznost vybuzeni povrchové viny (S1), za povsim-
nuti stoji i moznost vzniku trojihelnikové signalové cesty
(L5,viz dale). Pfitom informaci o rychlosti §ifeni v kapa-
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Obrazek 2: Schematické usporadani ptiloznych ménic¢t na
vélcové trubici v fezu a nékteré cesty UZ signalu

ling nese jen podélna vlna prochazejici pfimo (L1), resp.
dvéma odrazy uvnit¥ (L5).

Pri pouziti impulzni metody tak mutze snadno nastat
situace, kdy doba prichodu t1,; > 13 (3,4). Okamzik pii-
chodu pfijatého impulzu je tak dan vlastnostmi trubice
a informace o zménach rychlosti Sifeni v kapaliné, ktera
dorazi k pfijimaci s malym zpozdénim, je superponovana
na zbylou ¢ast predchoziho impulzu a obsazena ve spek-
tru této superpozice, coz podstatné ztézuje moznost jejiho
rychlého vyhodnoceni. Zkracovanim vysilaného impulzu
Ize sice ¢etnost vyskytu téchto situaci ponékud omezit, ale
nikdy ne zcela odstranit (ostatné potfeba kratkych im-
pulzii je dana jiz malou dobou pruchodu UZ trubicemi
uvazovanych primért — fddové jednotky ms). Navic pfi-
jetim impulzu na prijimaci strané jeho existence nekonci
— v oblasti budou jesté dlouho pietrvavat mnohonasobné
odrazy ruznych modi vinéni!

22

Reseni problému lze podminéné najit v modifikované
interferometrické metodé. Vysilaci ménic¢ je napajen kon-
tinudlnim sinusovym signalem, jehoz frekvence je zvolena
tak, aby doslo ke vzniku tplného stojatého vinéni (rezo-
nance) na piimé draze v kapaliné mezi méni¢i (vzhledem
k nevelkym ztratam UZ energie v kapalinach lze dosah-
nout rezonance s velkym Q i za vyse uvedenych rozptylo-
vych a odrazovych podminek). Rezonané¢ni stav v8ak nelze
dobte zjistovat na zménédch impedance vysilaciho ménice
(mal4 plocha dotyku ménice s trubici atd.); je proto nutné
pouzit jeSté méni¢ pfijimaci (obr. 2). Méfenim dynamic-
kyjch fazovych a amplitudovych odchylek mezi vysilanym
a prijimanym signdlem v rezonanci je pak mozno identifi-
kovat prochézejici termalni znacku.

Problémy s parazitnimi cestami signalu vsak tato me-
toda nefesi, jenom je pfesouva z oblasti ¢asové do oblasti
kmitoctové. Kazdému zpisobu sifeni UZ viny mezi ménici
odpovidé samoziejmé prislusna rezonance. Je tedy tifeba
fesit otdzku vhodného naladéni vysilaci frekvence tak, aby
dosazené rezonance reprezentovala vinu prochazejici kapa-
linou a nesla informaci o rychlosti sifeni v ni.

Tento problém lze casteéné ftesSit zavedenim jistého
stupné inteligence do méficiho systému. Na zacatku mé-
feni systém provadi test, pfi kterém ,prohlédne“ rezo-
nan¢ni spektrum pfi vypnutém znackovani. Po zavedeni
znacCek se snazi najit ve svém pracovnim kmitoctovém
pasmu rezonanci, jejiz faze i amplituda byly znackovanim
ovlivnény. Ke zdokonaleni této procedury lze téz vyuzit
periodicity znackovani.

Vaznym problémem, komplikujicim tuto proceduru,
jsou blizké rezonance, z nichz jedna je realizovana v kapa-
liné a druhd v plasti trubice. Mensi problém predstavuji
zmény teploty kapaliny i trubice béhem méteni, které lze
do znacné miry eliminovat opakovanim testu.

V souhrnu lze konstatovat, ze zadna z uvedenych detekc-
nich metod dosud neposkytuje v uvazovanych podminkéch
spolehlivé vysledky a je tedy divod ke hledani zptisobi je-
jich zdokonaleni, jakoz i metod zcela novych.

3. Time-Reversal Acoustic

3.1. Zaklady

vy

Jak znamo, feSenim vlnové rovnice popisujici Sifeni elas-
tické vlny v prostoru

2
Ap(r,t) = %M (1)
2(r) Ot?

miZe byt stejné dobte funkce p(r,t), jako funkce p(r, —t),
tedy vlnova rovnice je invariantni vici obraceni chodu
¢asu. Nutnymi predpoklady invariance jsou kmitoctova
nezavislost ttlumu v prostfedi a zachovani energie vlnéni.

Uvazujme nyni o bodovém vsesmérovém zdroji vlnéni
vyzafujicim casové omezeny signal s dobou trvani T, je-
hoz zvukové pole zaznamendme v case pomoci nekonec-
ného poctu bodovych snimacd rozlozenych na plose uza-
viené okolo tohoto zdroje. V nésledujicim kroku vyuzi-
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jeme téchto snimact k opétovnému a synchronnimu vy-
slani zaznamenanych signali zpét do prostoru, tentokrat
v8ak ,pozpatku“, tedy s obracenim chodu ¢asu. Takto vy-
tvorené vlnéni pak nutné konverguje do mista, odkud bylo
plivodné bodovym zdrojem vysldno (,refocusing®), a lze
je popsat funkci p(r, T —t). Popsané usporadani se nazyva
Time-Reversal Cavity (TRC).

Je-li signdlem vysilanym prvotné z bodového zdroje vina
sinusové (a tedy monochromatickd), je zpétné vyslana (éa-
sové reverzovand) vina k ni fazové sdruzend (konjugo-
vand). Fazovy rozdil mezi libovolnymi dvéma body ¢asové
reverzované viny ma stejnou hodnotu a opa¢né znaménko,
jako fazovy rozdil mezi tymiz body ve vlné pivodni. Ca-
sova reverzace monochromatickych viln se proto nékdy na-
zyva prosté fazovou konjugaci (phase conjugation), za-
timco pro ¢asovou reverzaci sirokopasmovych impulzt se
pouziva vlastniho terminu Time-Reversal.

Principy Acoustic Time Reversal byly poprvé publiko-
vany Finkem v roce 1992 [2].

3.2. Cesta k praktickému zjednoduseni: Time-

Reversal Mirror

Je zfejmé, ze plivodné uvazovany nekonecny pocet bodo-
vych snimact vyuzity pro uplné zachyceni celého zvuko-
vého pole musi byt v realném usporadani nahrazen konec-
nym poctem snimaci, z nichz kazdy ma kone¢nou nenulo-
vou plochu. Protoze k pfesné rekonstrukci ¢asové reverzo-
vané viny v celém objemu je nutné zachovani nejen casové
invariance, ale i prostorové reciprocity, bylo by zapotiebi
pouzit dvoudimenzionalni uspofadéni snimacti. AvSak i
puvodni pozadavek na rozmisténi snimaci na uzaviené
ploSe je obtizné realizovatelny. TR operace jsou proto ob-
vykle realizovany v omezené oblasti, tedy s omezenym po-
¢tem snimact a z toho vyplyvajici omezenou kvalitou.

K tomu lze vyuzit dnes v ultrazvukové diagnostice
¢asto pouzivané plogné (2D) nebo linedrni (1D) pole sni-
macu. Aby bylo zajisténo zaznamenani veskeré informace
z vinéni, dopadajiciho na pole snimact, musi byt vzajemna
vzdalenost snimac¢t v poli fadu A\/2, kde A je nejmensi vl-
nova délka obsazena ve zpracovavaném vinéni. Kazdy sni-
mac je propojen s vlastnimi elektronickymi obvody, ob-
sahujicimi pfijimaci zesilova¢, A/D pfevodnik, pamét a
programovatelny vysila¢, schopny syntetizovat ¢asové re-
verzovany signal. Takova zafizeni, zjednodusujici ptvodni
a uplnou TRC, se obvykle nazyvaji Time-Reversal Mirror
(TRM). Nejcastéji pouzivané TRM vyuzivaji (i vzhledem
k niz$im naroktim na potiebny HW a SW) pfevazné line-
arnich (1D) poli snimadi.

3.3. TR v nehomogennim prostredi

P1i dostatecné malych energetickych ztratach vinéni zaru-
¢uje vlnova rovnice pro kazdy zvukovy impuls divergujici
ze zdroje mnozinu vln, sledujicich pfesné cestu vlnéni pro-
stfedim zpét ke zdroji. To zlstava v platnosti i v pfipa-
dech, kdy prostiedi obsahuje objekty nebo oblasti s pro-

ménnou hustotou, které zvukovy svazek odrazeji, roz-
ptyluji nebo ohybaji. Casové reverzované vinéni sleduje
vSechny slozité cesty Sifeni v takovém prostiedi a sbiha se
synchronné v misté ptivodniho zdroje.

Zatimco v homogennim prostfedi je rozliSovaci schop-
nost Casové reverzovaného svazku limitovana difrakei,
v prostfedi s ndhodné rozlozenymi nehomogenitami mize
za urCitych okolnosti piekrocit difrakéni limit (,super-
resolution“).

Experimentalni ovéfeni téchto zavéri je obsazeno naprt.
ve [3] (obr. 3). Sirokopasmovy impuls o délce cca 1 us byl
v prvnim kroku vysldn nesmérové ve vodé pres prekazku
tvofenou dvéma tisici rovnobéznych a nepravidelné roz-
lozenych tyc¢inek na linearni fadu slozenou z 96 snimacich
ménicl a zaznamenavan po dobu 200 us. Ve druhém kroku
byl vyslan ¢asové reverzovany zdznam téhoz signalu z line-
arni rady zpét pres prekazku smérem k ptivodnimu zdroji.
Kromé ocekavané rekonstrukce ¢asového pribéhu impulsu
v bodé ptvodniho zdroje bylo zjisténo Sestinasobné lepsi
prostorové zaostieni svazku do tohoto bodu ve srovnani
se situaci bez umélé prekizky tvorené tycinkami. Divo-
dem zlepseni je skutecnost, ze mnohonasobnymi odrazy
na prekazkach se ke snimaci fadé dostane vice informace
z puvodni vyslané vlny nez bez nich.

-l

zdroj

druhy krok

Obrazek 3: Experimentéalni ovéreni ,super-resolution

Aplikace — detekce nehomogenit Predstavme si nyni
na misté vysilactho bodového ménice ve shora popsaném
experimentu vyraznéjsi nehomogenitu (napf. poruchu ma-
teridlu) v jinak slabé nehomogennim prostiedi (pfedp. pte-
vazujici ndhodné rozlozeni nehomogenit). Ozafime ji ro-
vinnou vlnou tak, aby se stala sama zdrojem (odrazeného
¢i rozptyleného) vinéni. Po aplikaci TRM bude jim vyslané
vlnéni vyraznéji soustfedéno pravé na tuto nehomogenitu,
takze nasledny odraz ¢i rozptyl od ni bude vyraznéjsi a
umozni jeji lepsi detekci. K primarnimu ozafeni prostiedi
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pak mtzeme pouzit pfimo pole snimact, vyuzité nasledné
pfi pfijmu a realizaci TRM (obr. 4).

1. Vysilani Pole méni¢u
> 27
0
=
=
+ Ca
2. Piijem
-
*.
)§ :
o =
W .
. L -
Q .
g
a —m
—
5
s Zodtnd se Sifici
¢ - petné se Sifici
> il ~Pellic )
0 3. Vysilani Casove€ reverzovana vlna
o
g
p= .
Q
=
I_) E\‘
o=

Obréazek 4: Detekce nehomogenit s vyuzitim TRM

3.4. Iterativni TR

Opakovanim procedury popsané v poslednich dvou expe-
rimentech za pritomnosti vétsiho poctu vyraznéjsich ob-
jektl v prostfedi dochéazi postupné k zaostieni svazku na
nejvyraznéjsi z nich [4]. Dalsi pékné a zajimava vlastnost
TR!

MozZnosti vyuziti iterativni TR pfi vyhodnocovani
prutoku V aplikacich TR je samozfejmym pozadavkem
zachovani TR invariance v prostfedi. Pripadné rozdily
v rychlosti Sifeni zvuku a s nimi souvisejici teplotni zmény
v prostredi jsou tedy kompenzovéany, jen pokud nejsou
pohyblivé (,skaldrni nehomogenity*). V proudici kapa-
liné obsahujici podobné nehomogenity, jakou je napt. ter-
mélni znacka v nasem pritokoméru (,,vektorové nehomo-
genity“), bude TR invariance porusena. Pokud by vSak byl
rozsah tohoto poruseni dostate¢né maly, bylo by jej mozno
vyhodnotit vyuzitim iterativni TR a realizovat tak detek-
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tor pruchodu znac¢ky! Pomaly pohyb znacky bude pak pii
této proceduie jednoznacnou vyhodou.

Dosud byly popsany metody vyuzivajici podobnym zpt-
sobem iterativni TR pfi charakterizaci vira v tekouci ka-
paliné [5] a soucasném uréovani teplotnich a rychlostnich
profilti v proudici kapaliné [6].

3.5. Jednokanalova TR

Podstatnou nevyhodou dosud popisovanych principti a je-
jich aplikaci je potfeba naro¢ného a drahého vybaveni,
které ziejmé nebude moci byt v dohledné dobé soucasti
bézného pritokomeéru. Dalsi zjednoduseni je vSak mozné
a je zalozeno na nésledujicich tvahach:

Ucinnost zaostfovani svazku generovaného TRM je ¢as-
te¢né urcena tim, jak velkd ¢ast zvukového pole muze byt
slozenym snimacem zachycena, tj. aperturou snimace. Ke
zvysSeni efektivni apertury snimace lze vSak pouzit vlno-
vodu, nebot pomoci odrazii ve vlnovodu lze doséhnout
toho, Ze elementy snimace zasdhne vétsi ¢ast snimaného
zvukového pole. Pouzitim vhodného vlnovodu Ize tak sni-
Zit pocet elementi snimace, v krajnim ptipadé€ az na jeden
[7].

7 jiného pohledu na roli vlnovodu v TR experimentu
lze ¥ici, ze mnohonasobné odrazy podél hranice vlnovodu
hraji podobnou roli jako mnohonasobné odrazy v prostredi
s ndhodné rozlozenymi nehomogenitami (kap. 3.3) a zvét-
suji tak zdanlivou aperturu ménice.

Podobné mizeme uvazovat o vlnach uzavienych v od-
razové dutiné. Zarucuji-li okrajové podminky udrzeni ves-
keré informace prenasené vinénim uvnit¥ dutiny, absorpce
uvnit¥ dutiny je zanedbatelna, miSeni vlnéni je mozné a
proces je ergodicky, lze ocekavat, ze celou obsazenou in-
formaci 1ze postupné precist v jediném bodé dutiny. Je
tedy mozné v tomto pripadé realizovat TR proceduru jed-
nokanélové, tedy pouze s jednim ménicem [8]. Signal se
zaznamendva (delsi dobu!) v jednom bodé a jeho casové
reverzovana verze je pak z téhoz bodu zpétné vysilana a
konverguje k mistu pivodniho vybuzeni (k vybuzeni sig-
nélu je pfirozené pouzit dalsi ménic).

Existence velkého poctu odrazii a signalovych cest
v uzaviené dutiné (,chaotickd dynamika“) neni tedy pii
jednokanalové TR prekazkou. Naopak, je nezbytné a za-
jistuje ergodicitu procesu. Pravé vyuzitim velkého poctu
odrazi dosahuje jednokanalovad TR lepsiho zaostieni, nez
by umoznila vlastni apertura jediného ménice, a které je
srovnatelné se zaostienim dosahovanym uzavienou TRC!
(kap. 3.2).

Na pfikladu jednokandlové TR je téz zfetelnéji vidét roz-
dil mezi TR a fazovou konjugaci (kap. 3.1). Monochroma-
tickd vlna, vysiland vSesmérovym ménicem z libovolného

1K experimentalnimu ovéieni je zapotiebi uspofadani umoziiu-
jici zviditelnéni vinéni. Na misto podélnych viln se ve 3D objektech
proto pouziva ohybovych vin na destickach. Takové viny lze snadno
zviditelnit pomoci laserového interferometru a dosdhnout tak piso-
bivé podivané, pfi niz z chaoticky rozkmitaného povrchu desticky
postupné vznika usporadand vina stahujici se do bodu, v némz byla
ptuvodné vybuzena.
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Obrazek 5: Schematické usporadani pritokomeéru s jednokanalovou TR

mista do dutiny, nebude nikdy konvergovat do jiného bodu
v této dutiné. Konvergence je mozna jen pfi pouziti siroko-
pasmovych impulsi s mnoha vlastnimi médy v pracovnim
kmito¢tovém pasmu ménice.

4. Detekce znacek s jednokanalovou TR
Jak je zfejmé z obr. 2, maji usporddani ménica i vlast-
nosti prostfedi v pritokoméru jistou podobnost se situ-
aci potfebnou pro vyuziti jednokanalové TR. Cylindricka
geometrie pfipadu sice nezarucuje udrzeni veskeré infor-
mace v oblasti, ale naruseni tohoto principu nemusi byt pti
malych priimérech trubice kritické. Mnohonéasobné odrazy
v oblasti jsou zajistény, ztraty absorpci v malém mnozstvi
¢isté kapaliny nejsou velké.

Navrhujeme proto pouziti jednokanalové TR k detekci
termalnich znacek podle uspoifadani v obr. 5. Cinnost sys-
tému lze stru¢né popsat nasledovné:

1. Pii vypnutém znackovani se provede po montazi mé-
nicl na potrubi tvodni test méfreného objektu, ktery
ma za cil zaznamenat miru naruseni TR bez pfitom-
nosti znacky.

2. Po vygenerovani znacky se periodickou TR testuje,
kdy mira naruseni TR piekrocila hodnoty z testu
(pfi nedostatecné citlivosti je mozné vyuzit i itera-
tivnf TR). Na zdkladé této informace se vyhodnocuje
doba prichodu znacky meéficim tisekem a s pomoci
vlozenych konstant d, ¢D pak primérna prutokova
rychlost a objemovy prutok.

Podrobny popis ¢innosti
Systém realizuje postupné nasledujici procedury:
A. Vypnuté znackovani:

1. (a) Vysldni kratkého Sirokopasmového impulzu (cca

0,5-1 ms) do trubice s kapalinou prostfednictvim

Sirokopasmového ménice 1.

Prijeti signalu vzniklého mmnohonasobnymi od-

razy vyslaného impulzu v trubici i v kapaliné

prostiednictvim identického ménice 2 na protéjsi

strané trubice. Digitalizace ptijatého signéalu a

ulozeni do paméti.

Vyslani casové reverzovaného signalu méni-

cem 2.

Prijem signdlu méni¢em 1. Digitalizace pfija-

tého signdalu a ulozeni do paméti. Oznaceni takto

vzniklého souboru (napf. ,vzorek 1¢).

3. Opakovani procedury 1 aZ 2b a uloZeni souboru (,,vzo-
rek 2¢).

4. Vzajemné porovnani vzorkd 1 a 2 (napf. korelaéni).
UlozZeni souboru vyjadiujiciho miru odlisnosti vzorkii.

5. Neékolikanasobné opakovani procedury 1 az 4 . Vyhod-
noceni vzajemnych odchylek vzorkt, stanoveni pfi-
pustného pasma odchylek — stanoveni standardu, de-
finujiciho prostfedi beze znacky.

B. Po vygenerovani znacky:

Provedeni kroka A 1 a 2.

Porovnéni naméreného vzorku se standardem
ziskanym z testu. Ptekroceni standardni od-
chylky charakterizuje priichod znacky.

Nésobné (N > 2) opakovéni kroku B 1.

25
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(b) Vyhodnoceni ¢asového okamziku prichodu
znacky z opakovaného prekracovani standard-
nich odchylek.

(¢) Urleni primérné prutokové rychlosti, popf. ob-
jemového priitoku.

4.1. Experimentalni ovéfovani

Dosud byla realizovana jednak diléi méreni ¢asovych pri-
béhit impulsd, zaznamenanych po prichodu trubicemi
z riuznych materidli naplnénych vodou, a dale cast fi-
diciho bloku prutokoméru. Z provedenych meéfeni je na
obr. 6 uveden typicky prtbéh vznikly priichodem médeé-
nou trubickou o vnéjsim primeéru 8,5 mm a tloustce stény
0,75 mm. Pro méreni byly pouzity mélo tlumené ménice o
fo = 2,5 MHz, vysilaci méni¢ byl buzen impulsy o délce
50 ns. Tvar zaznamenanych pribéht veelku odpovida oce-
kévani a doba jejich trvani (v celém souboru méfeni od
0,5 do 0,8ms) je zakladem pro néasledujici odhad ¢asové
realizovatelnosti procedur. Pro experimenty s vlastni TR
a vyhodnocovani signalii nejsme zatim dostatecné vyba-
veni.

1 5.00v 10M%/s +0.00s 50.0%/ Sngl¥i STOP

-

RIRSUCREERNRRE

Fs

Obrazek 6: Typicky pribéh impulsu po prichodu mezi
meénici pritokoméru

4.2. Casova realizovatelnost procedur

Na hornim okraji pfedpoklddaného mériciho rozsahu 7 =
30mm/s je pfi relativni chybé cca 1% nutné stihnout de-
tekci znacky za pfiblizné 30 ms. K detekci je zapotiebi ale-
spoli dvou krokd Bla (N = 2) v redlném case a jedné
procedury Blb a B2b realizovatelné i pozdéji. Za predpo-
kladu, ze Ala je spolu s dobou priichodu impulsu trubici
proti ostatnim proceduram zanedbatelna a doba zaznamu
signalu pro TRM na p¥ijimaci strané postaci cca 1 ms (kap.
4.1,[3]), jsou z fyzikalni podstaty neovlivnitelné kroky:

Alb ~ lms
A2a.b ~ lms
Bla celkem ~ 2ms
Blapro N =2 = 4ms (s rezervou cca 5ms)

Na disté vypocetni operace B1lb a B2a,b tak zbyva cca
25ms. Uvazujeme-li o digitalizaci se vzorkovacim kmi-
to¢tem 10 MHz a 1Byte/vzorek s dobou trvani 1ms, bu-
dou vypocetni operace provadény se soubory o velikosti

26

cca 10kB a uvedeny ¢as je pfi soucasné urovni vypocetni
techniky vice nez dostatecny. S lepsim vybavenim je pak
mozno pracovat s vétsi hodnotou N nebo vyuzit iterativni
TR, s horsim realizovat vypoc¢ty off-line, popf. adaptivné
podle skutec¢né pritokové rychlosti.

5. Zavér

Predlozené feseni problémt spojenych s ultrazvukovou de-
tekci indukovanych termélnich znacek v kapalinovém pri-
tokoméru na rozdil od pfedchozich feseni mnohonéasob-
nych odraz v trubici vyuzivd a nesnazi se je nikterak
potlacit. Vyzaduje vSak rozsahlejsi HW i SW vybaveni
i vyzkumnou kapacitu pro experimentalni ovéreni, které
dosud nebylo v plné sifi realizovano.

Podékovani

Tento vyzkum je podporovan vyzkumnym zadmeérem c¢islo

J04,/98:212300016.
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