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Abstract  The research deals with the possible use of renewable and recycled 
materials in wall elements considering their acoustic performance. More specifically, 
it focuses on the airborne sound insulation of lightweight partition walls in 
contemporary timber-framed or prefabricated buildings. This paper introduces the 
first part of the research, which is based on the previous author's review. 

1 ÚVOD 
V současnosti jsou ve stavebnictví pro budování rodinných domů (resp. i bytových 
domů) čím dál oblíbenější dřevostavby, především ve variantách, u kterých lze vyu-
žít částečné či plné prefabrikace, která umožní rychlejší a kompaktnější řešení. Leh-
ké dělicí konstrukce na bázi dřeva jsou využitelné i ve stavbách se skeletovým systé-
mem, u kterých je opět prefabrikace poměrně důležitým aspektem.  
Běžná řešení lehkých stěn dřevostaveb zajišťují obecně nižší zvukovou izolaci opro-
ti standardním železobetonovým a zděným konstrukcím, a musí se pro ně proto hle-
dat mnohdy komplikovaná systémová řešení, díky kterým se konstrukce dřevostaveb 
z hlediska zvukové izolace alespoň trochu přiblíží hodnotám běžných staveb. 
Slabým místem těchto stěn je pak především oblast nízkých frekvencí, což má za ná-
sledek horší subjektivní vnímání.  
Předmětem výzkumu je tak najít takové konfigurace, které mohou tradiční konstruk-
ce lehkých stěn nahradit a ideálně i zmíněné nedostatky z hlediska akustiky zlepšit. 
Toho chce docílit právě s využitím obnovitelných a recyklovaných materiálů, což 
podporuje současný přístup mnoha zemí k rychle se rozvíjející oblasti, kladoucí dů-
raz na udržitelnost životního prostředí. Společnou výzvou je mimo jiné hledání no-
vých možností, jak nakládat s odpadními materiály z demolic staveb a z výroby, či 
s materiály, jejichž primární funkce již ztratila význam, a jsou tak přebytečné. Ne-
méně podstatné je vyšší využití obnovitelných materiálů, jejichž životní cyklus je 
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méně náročný pro životní prostředí, než je tomu u materiálů, které využívají pro 
svou výrobu neobnovitelné primární zdroje surovin. 
Na trhu se již dnes nachází několik zajímavých materiálů, jejichž využití je však do-
sud malé. Spousta odpadních materiálů ze stavebnictví navíc ani nenachází další 
možná uplatnění. Využity mohou být ale jako výplně lehkých dělicích stěn. Pro po-
čáteční analýzu, podle níž se bude výzkum dále vyvíjet, byly vybrány různé materiá-
ly jako výplň lehkých dělicích stěn. Představeny jsou v kapitole 3. 

2 POPIS MĚŘICÍHO PRACOVIŠTĚ A PŘÍSTROJOVÉHO VYBAVENÍ 
Všechna měření vzduchové neprůzvučnosti se uskutečnila v akustické laboratoři 
Univerzitního centra energeticky efektivních budov (UCEEB ČVUT) v Buštěhradě. 
Standardní provedení akustické laboratoře (splňující parametry dle ISO norem [1,2]) 
maximálně potlačuje přenos zvuku vzduchem bočními cestami, dominantním přeno-
sem je tak pouze přímý přenos přes zkoušený vzorek. Měří se pak ideální vzduchová 
neprůzvučnost stavebního materiálu, stanovená jednočíselnou veličinou vážené (la-
boratorní) neprůzvučnosti Rw (dB).  
Měřeno bylo dle ISO norem [3,4] v rozšířené zvukoizolační oblasti 50–5000 Hz 
s využitím umělého zdroje ve tvaru dvanáctistěnu se zesilovačem, který emituje tzv. 
růžový šum (pink noise). 
Standardní dělicí stěna mezi komorami má plochu cca 10 m2. Pro provedení experi-
mentů by tak bylo spotřebováno příliš mnoho materiálu, obzvlášť zbytečné by to pak 
bylo u těch řešení, která se neprokážou pro další výzkum zajímavá. ČSN EN ISO 
10140-5 [2] v tomto umožňuje měření na tzv. „specificky malém zkušebním otvo-
ru“. Jedná se o otvor o velikosti jen 1 250 x 1500 mm (šířka x výška) s maximální 
hloubkou (tloušťkou) 500 mm, který je vytvořen v dělicí stěně mezi komorami. Ta 
musí být dvojitá, aby byla zajištěna její vysoká vzduchová neprůzvučnost. Díky ní je 
umožněno přímé a objektivní měření vzduchové neprůzvučnosti samotného vzorku 
ve zkušebním otvoru – zvuk se přenáší vzduchem výhradně posuzovaným vzorkem.  
Obrázek 1 znázorňuje stavebně dokončenou dvojitou stěnu, provedenou v Buštěhra-
dě, včetně specificky malého zkušebního otvoru. Na obrázku 2 je pak ukázka zku-
šebního dřevěného rámu, který byl ve stěně osazen a zkoušen s různými výplňovými 
materiály. Pro lepší ilustraci je na zde uvedené fotografii rám bez záklopu. 
Pro určování zvukové pohltivosti materiálů, určených jako výplň lehkých dělicích 
stěn, byly využívány testy v impedanční (Kundtově) trubici na FEL ČVUT. Trubice 
byly k měření zapotřebí dvě – s vnitřním průměrem 100 mm (pracovní kmitočtový 
rozsah 80–1630 Hz) a 40 mm (pracovní kmitočtový rozsah 500–4000 Hz). Měření 
podléhají pravidlům platných ISO norem [5,6], stanovuje se činitel zvukové pohlti-
vosti při kolmém dopadu zvuku v třetinooktávových pásmech 80–4000 Hz. 
Pohltivost různých výplňových materiálů významně souvisí s výsledky měření ne-
průzvučnosti panelů, které jsou v tomto příspěvku dále uvedeny. U sypkých materiá-
lů pak dochází ke 1/4vlnné rezonanci.  
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Obrázek 1. Dvojitá stěna se zkušebním otvorem  Obrázek 2. Rám s výplní 

3 VÝBĚR MATERIÁLŮ, POPIS MĚŘENÍ  
Jak již bylo zmíněno, recyklované a obnovitelné materiály nejsou dosud příliš využí-
vány jako zvukoizolační prvky dělicích stavebních konstrukcí, ačkoliv jejich větší 
podíl by byl zajímavý nejen z pohledu udržitelného rozvoje, ale bezpochyby také 
v poměru cena-výkon. Dle referencí [7,8], které provedly některé testy na vzdu-
chovou neprůzvučnost lehkých dělicích konstrukcí stěn, lze konstatovat, že tradiční 
výplně stěny z minerální vlny jsou z akustického hlediska plně nahraditelné novými 
materiály obnovitelnými nebo recyklovanými. Zároveň byly v referencích stanoveny 
environmentální dopady těchto „udržitelnějších“ výplní v porovnání s běžnými (mi-
nerální vlákna, EPS, XPS, pěnosklo, polyuretan a další). Na základě různých indiká-
torů bylo patrné, že obnovitelné a recyklované materiály za sebou zanechávají menší 
uhlíkovou stopu. Za zmínku také stojí, že i v současnosti u dřevostaveb běžně užíva-
né dřevovláknité izolace a desky spotřebují poměrně hodně energie nejen na výrobu, 
ale i v průběhu životního cyklu. 
Na základě rešerše a dostupnosti na českém trhu byly tak pro zkoušky pořízeny ná-
sledující izolace: 

1. dřevovláknité desky STEICO Flex tl. 80 mm, 
2. minerální vata ISOVER PIANO TWIN tl. 80 mm, 
3. minerální vata ISOVER PIANO TWIN tl. 100 mm, 
4. konopné vlákno ECO FLEX tl. 80 mm, 
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5. lněné vlákno NATURIZOL tl. 80 mm, 
6. ovčí vlna ISOLENA tl. 50 a 30 mm (celkem 80 mm), 
7. slaměné balíky, 
8. bavlněná vlákna EN-TEX (foukaná/sypaná izolace), 
9. celulózová vlákna TEMPELAN (foukaná/sypaná izolace), 
10. dřevovláknitá vlákna INSOWOOD (foukaná/sypaná izolace). 

 
Dále byl jako 11. zkoumán materiál sypkého charakteru, konkrétně kuličky Liaporu. 
 
Pro zkoušky těchto výplňových materiálů ve „specificky malém zkušebním otvoru“ 
bylo vyrobeno 5 zkušebních dřevěných rámů z KVH hranolů (průřez 60x100 mm), 
s oboustranným opláštěním ze sádrovláknitých desek Rigips Rigidur tl. 12,5 mm.  
Celková tloušťka rámu byla 125 mm (12,5 mm SDV deska, 100 mm vzduchová me-
zera, vyplněná materiálem tl. 80/100 mm, 12,5 mm SDV deska). Jedná se o typickou 
lehkou (nosnou) konstrukci. Rám byl vždy vyplněn jiným materiálem a přichycen 
v přesné poloze do zkušebního otvoru mezi komorami (viz obrázek 2). Tloušťky vý-
plně 100 mm ve vzduchové mezeře bylo dosaženo u materiálů 3, 7–10, 11. 
Panely byly v otvorech po obvodě oboustranně důkladně utěsněny v průběhu osvěd-
čenou kombinací vaty, gumových těsnicích profilů (obrázek 18) a těsnicího tmelu. 
Zkoušek mělo být pro každý posuzovaný výplňový materiál provedeno vždy 5, ale 
již po druhé výplni byl tento počet zkoušek redukován pouze na 2, protože výsledky 
Rw (dB) byly pokaždé stejné většinou v rozmezí ± 0,5 dB, což je dostatečná přesnost 
pro ověření spolehlivosti zkoušek. Průběh křivky R i s charakteristickými poklesy 
byl navíc velmi podobný výsledkům, které získal měřením Asdrubali a kol. [7]. 

4 VÝSLEDKY PROVEDENÝCH MĚŘENÍ A JEJICH DISKUSE 
Pro každý další izolační materiál tak byla provedena 2 měření. Provedeno bylo cel-
kem 2x5 + 9x2 měření, tj. 28 měření. Jedná se o úvodní zkoušky, které měly za účel 
ověřit měřicí metodu a zároveň posoudit, do jaké míry se změní úroveň zvukové izo-
lace typické dělicí stěny této skladby, pokud se nahradí minerální vlákna jinou výpl-
ní alternativní izolace z obnovitelného nebo recyklovaného materiálu.  
Průměrné výsledky Rw se od sebe při použití jiné výplně mírně lišily. U panelu s jed-
noduchým rámem ovšem dominuje přenos zvuku dřevěnými sloupky a vodorovný-
mi částmi rámu. Jeden z panelů tak byl dále rozdělen v polovině na dvě stejné části 
tl. 45 mm, mezi kterými vznikla vzduchová mezera tl. 10 mm – viz schéma a foto-
grafie na obrázku 3 a 4. Tímto rozdělením se očekávalo zlepšení výsledků oproti sta-
vu běžných lehkých dělicích stěn, kdy je konstrukce nerozdělena. Varianta s dvoji-
tým rámem je více ovlivněna přenosem vzduchovou mezerou, resp. výplní panelu. 
Byly tak provedeny další zkoušky se stejnými výplněmi. Tentokrát vždy pouze jed-
nou pro každou z výplní (plnění panelů bylo totiž náročnější a již dříve bylo proká-
záno, že různé rámy vykazují stejné výsledky). Vzniklo tedy dalších 11 měření. 
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Obrázek 3. Schéma rozděleného rámu   Obrázek 4. Rozdělený rám 
 
Kromě vážené neprůzvučnosti Rw (dB) byly stanoveny též faktory přizpůsobení 
spektru C a Ctr (dB), ke kterým bylo také v rámci diskuse výsledků přihlíženo (souč-
tem s hodnotou Rw). Z důvodu omezeného rozsahu příspěvku jsou v tabulce 1 zve-
řejněny pouze výsledky Rw (dB), dohromady pro nerozdělený i rozdělený panel a 
bez faktorů přizpůsobení spektru. K výsledkům měření bylo jinak zpracováno více 
názorných tabulek a grafů, zvlášť pro jednotlivé stavy panelu a i dohromady, a jsou 
případně k dispozici u autorů. 
 
Tabulka 1. Porovnání výsledků 11 výplní pro nerozdělený/rozdělený panel tl. 125 mm 
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V případě nerozděleného panelu se průměrné výsledky vážené neprůzvučnosti Rw 
pohybují od 44,0 dB do 47,5 dB. Jsou zde tak jisté rozdíly ve výsledcích, které jsou 
způsobeny jinou výplní v konstrukci lehké dělicí stěny. Obnovitelné výplně typu 
konopná, lněná vlákna, ovčí vlna a sláma nedosahují oproti běžné výplni s minerální 
vatou tl. 80 mm (ale i tl. 100 mm) velkého akustického rozdílu. Je tak možné dojít 
k závěru, že lze úspěšně nahradit energeticky náročnější minerální izolaci těmito 
materiály a výsledek bude akusticky vždy podobný. To se shoduje i se závěry refe-
rence [7]. V rámci frekvenčního průběhu neprůzvučnosti R (dB) bylo navíc vidět 
zlepšení neprůzvučnosti od 500 Hz.  
Velmi zajímavé výsledky vznikají u sypaných materiálů (recyklované) bavlny, celu-
lózy a dřevovlákna. Ty jsou v praxi foukány speciálním přístrojem do konstrukcí, to 
ovšem nebylo v podmínkách laboratoře možné, byly tak vsypány do rámu tak, aby 
nedošlo k jejich okamžitému sesednutí. Oproti výplni s minerální izolací tl. 100 mm 
(Rw = 45,6 dB) zde došlo ke zlepšení vzduchové neprůzvučnosti na hodnoty 46,6, 
47,5 a 46,8 dB. Důvodem je mimo jiné lepší činitel zvukové pohltivosti α (změřený 
v Kundtově trubici) a také mírně větší hmotnost samotných výplní. Vůči hmotnosti 
dřevěného rámu byl však tento nárůst nevýznamný. 
Výsledky těchto 3 sypaných izolací opět ukazují, že lze nahradit běžnou minerální i-
zolaci alternativním a ekologičtějším materiálem, tentokrát včetně zlepšení akustic-
kých vlastností zvukové izolace (včetně hodnot součtu Rw + C, resp. Rw + Ctr, které 
nejsou v tomto příspěvku uvedeny). 
Jako 11. výplňový materiál byly uvažovány kuličky Liaporu frakce 8/16 mm). 
Oproti předchozím výsledkům zde sice došlo ke snížení vážené neprůzvučnosti Rw 
na hodnotu 44,6 dB, ale v průběhu křivky neprůzvučnosti R (dB) se výrazně zlepšila 
vzduchová neprůzvučnost stěny na nízkých frekvencích 50 až 100 Hz (viz černá 
křivka v grafu na obrázku 5). Naopak zde ovšem došlo k poklesu na frekvencích 125 
až 400 Hz, což je pro sypké materiály v lehké dělicí konstrukci typické.  
Všechny relevantní průběhy neprůzvučnosti R (dB) opět není bohužel možné pro ne-
dostatek prostoru v příspěvku uvést. Omezí se tak pouze na ty nejzásadnější materiá-
ly, které jsou zajímavé pro další výzkum a jsou uvedeny na obrázku 5. Těmi jsou ce-
lulózová vlákna (červená křivka) a kuličky Liaporu. Minerální vlákna (modrá křiv-
ka) je zde jako standardní řešení znázorněno k porovnání výsledků. Též je zde uve-
deno měření s panelem bez výplně, tj. se vzduchovou mezerou tl. 100 mm (zelená 
křivka, Rw = 42,5 dB). Je z něj patrný přínos přidání izolantu do dutiny, kdy více 
zvukově pohltivá výplň dutiny snižuje doznívání dutiny, ke kterému dochází, když 
je dutina prázdná nebo částečně zaplněná [9,10].  
 
V případě rozděleného panelu se průměrné výsledky vážené neprůzvučnosti Rw po-
hybují v rozmezí 55,2 dB až 59,2 dB. Vyplnilo se nejen očekáváné zlepšení vzdu-
chové neprůzvučnosti (které bylo poměrně výrazné – viz šedivé hodnoty ve sloupci 
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„Improvement“ v tabulce 1) oproti výsledkům nerozděleného panelu, ale také se 
mírně projevily větší rozdíly mezi jednotlivými výplněmi. 
 

 
 

Obrázek 5. Výplně tl. 100 mm – MV, celulóza, Liapor a vzduch 
 

Trend v jejich vzájemné „kvalitě“ však zůstal podobný jako v případě nerozděleného 
panelu. Nejlepších výsledků opět dosahovaly panely se sypanou izolací (s přihlédnu-
tím k součtovým hodnotám Rw + C a Rw + Ctr byla pak ze všech nejlepší varianta 
s recyklovanými celulózovými vlákny).  
K průběhu křivek neprůzvučnosti R (dB) je vhodné poznamenat 2 věci. Došlo k po-
sunutí svislé osy grafů o celých 20 dB nahoru oproti měřením s nerozděleným pane-
lem a v průbězích navíc nyní nedocházelo k takovým poklesům. Naopak se vzrůsta-
jící frekvencí vzrůstala zpravidla také neprůzvučnost R (dB). Důvodem je rozdělení 
dřevěného rámu, přes nějž dříve procházel zvuk, čímž se snižovala zvuková izolace.  
Problémem pak u všech konstrukcí zůstávají nižší hodnoty na spodních frekvencích, 
což je pro lehké dělicí konstrukce stěn typické. 
Zmíněné je vidět na obrázku 6, na kterém jsou již znázorněny pouze křivky 
neprůzvučnosti R (dB) pro celulózová vlákna a kuličky Liaporu. Je zde navíc 
provedeno porovnání obou materiálů jak před rozdělením, tak po rozdělení panelu. 
Názorně je tak ukázáno, do jaké míry se zlepšila zvuková izolace po rozdělení pane-
lu a že je zde též jasný potenciál k možnému zlepšení vzduchové neprůzvučnosti na 
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nízkých frekvencích. Další potenciál pro tuto oblast pak autoři spatřují právě ve vyu-
žití sypkých materiálů. 
 

 
 

Obrázek 6. Celulóza, Liapor – ne/rozdělený panel 
 

Pro panel s výplní Liaporu se ovšem stále objevují poklesy vzduchové neprůzvuč-
nosti, a to ve střední a především v horní části zvukoizolační oblasti. Těm musí být 
v dalším výzkumu věnována pozornost. 

5 ZÁVĚR 
V rámci měření rozděleného panelu bylo zapotřebí se úspěšně vypořádat s několika 
montážními problémy. Těmi bylo udržení materiálu slámy, 3 sypaných izolací a ku-
liček Liaporu v obou polovinách panelu, mezi kterými byla nyní vzduchová mezera. 
To bylo zajištěno perlinkou. V případě posledního zmíněného materiálu Liaporu by-
lo také třeba vyřešit výrazné boulení perlinky. Dále se především u tohoto materiálu 
projevovalo jeho významné sesedání. Docházelo tak k praktickým problémům, kte-
rým je třeba v další navazující části výzkumu věnovat pozornost a vhodným řešením 
je dopředu eliminovat.  
Sypké materiály mohou svou hmotou zlepšit neprůzvučnost konstrukcí běžných leh-
kých dělicích stěn v oblasti nízkých frekvencí, pro které jsou typické nižší hodnoty. 
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Je tak zajímavé se zaměřit na různé odpadní sypké materiály, vzniklé recyklací z de-
molice staveb a stavebních materiálů. Takových materiálů je značné množství a 
mnohé ani dosud nemají žádné následné praktické využití.  
V případě použití sypkých materiálů ovšem dochází k typickým poklesům předev-
ším v oblasti vysokých frekvencí. Tento problém by mohla řešit ve směsi se sypkým 
materiálem rozptýlená vlákna – například celulózová. Kontrolně bylo v Kundtově 
trubici provedeno ověření činitele zvukové pohltivosti takové směsi, které tuto teorii 
potvrzuje. Pracovat se bude přirozeně s různými materiály podobného charakteru. 
Další zajímavé akustické chování lze očekávat při případné homogenizaci uvedené 
směsi pojivem. To by zároveň eliminovalo případné sedání, které je v případě využi-
tí sypkých materiálů významným problémem.  
 
Výzkum se tak nezaměří pouze na samotnou akustiku s využitím materiálů, snižují-
cích dopad na životní prostředí, ale chce sledovat i praktickou stránku věci. Pro 
vhodné kombinace stěnových prvků, podpořené příznivými výsledky výzkumu, bu-
dou vyvinuta taková řešení, která podpoří plnou stavební prefabrikaci – tj. stěnové 
prvky se vyrobí předem, následně se již hotové převezou na stavbu a tam rovnou 
umístí. Zároveň musí být sledována cena těchto řešení a environmentální kritéria. 
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Abstract Physics-Informed Neural Networks (PINNs) have emerged as
powerful tools for solving ordinary and partial differential equations by in-
corporating physical laws directly into the training process. By embedding the
governing equations into the loss function, PINNs enable data-efficient lear-
ning and improved generalization compared to traditional neural networks.
They can be applied to efficiently solve not only forward problems, but also
the inverse ones, such as estimating boundary conditions or material proper-
ties from measurements. This paper studies this problem on a specific case
of inhomogeneous Helmholtz equation, the key equation governing the room
acoustics, and provides comparison of chosen training strategies improving the
convergence.

1 ÚVOD

V posledńı době si umělé neuronové śıtě (Artificial Neural Network, ANN)
źıskaly pozornost v oblasti fyziky a akustiky t́ım, že se daj́ı použ́ıt mimo jiné
jako aproximátory funkćı. ANN vuž́ıvaj́ı dostupnost velkého množstv́ı dat,
ale mohou se potýkat s přeučeńım, kdy se model př́ılǐs přizp̊usob́ı množině
trénovaćıch dat a ztráćı schopnost generalizace. Při setkáńı s daty, které nebyly
použity k tréninku modelu, potom ANN selhává. Tento problém řeš́ı fyzikálně
informované neuronové śıtě (Physics Informed Neural Network, PINN), které
jsou schopny aproximovat řešeńı obyčejných a parciálńıch diferenciálńıch rov-
nic [1]. Tato vlastnost se zdá být slibná pro výpočty, které jsou bud’ náročné
na formulaci (např. dynamika tekutin a turbulence), nebo výpočetně náročné
kv̊uli požadované velikosti domény (např. prostorová akustika). Tento článek
se zaměřuje na druhou zmı́něnou problematiku. Kĺıčové je, že źıskaný mo-
del skutečně věrně napodobuje samotnou fyziku, nikoliv pouze reprodukuje
zdánlivou podobnost s pozorovaným jevem.
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Obrázek 1: Schématická reprezentace PINN, která se uč́ı zobrazeńı x → p(x), kde x
je vstupńı souřadnice a p(x) je akustický tlak.

Hlavńı myšlenkou, jak zabránit tomu, aby neuronová śıt’ porušovala známé
fyzikálńı zákony, je zakomponovat potřebné diferenciálńı rovnice do procesu
učeńı zkrze ztrátovou funkci. Tento krok umožňuje trénink s ńızkým množstv́ım
dat, což z nich čińı výkonný nástroj pro aplikace v oblastech s nedostatkem dat
z měřeńı či simulaćı.

PINN lze použ́ıt k řešeńı př́ımých i inverzńıch problémů. Ačkoli je otázkou,
zda při řešeńı př́ımých problémů mohou překonat konvenčńı metody, jako je me-
toda konečných prvk̊u (Finite Element Method, FEM) [2], v řešeńı inverzńıch
problémů mohou být efektivněǰśı alternativou pro např. odhadováńı okrajových
podmı́nek nebo vlastnost́ı materiálu z měřeńı [3].

Dostupná literatura se zabývá předevš́ım řešeńım PDE v jedno- a dvou-
rozměrných prostorech. Studii na možnosti využit́ı PINN pro řešeńı Helmhol-
tzovy rovnice při rozš́ı̌reńı prostor̊u z dvou dimenźı do tř́ı se zabývaj́ı autoři
[5, 6]. Tato práce se zaměřuje na konvergenci takového modelu a analyzuje
př́ıpadné modifikace, které maj́ı konvergenci vylepšit.

2 TEORETICKÝ ROZBOR

V tomto př́ıspěvku uvažujeme 3D doménu Ω = [0, 1]3 m3 reprezentuj́ıćı prostor
s ideálně tvrdými stěnami ∂Ω = Γ a se zdrojem zvuku ve středu mı́stnosti.
Tento problém je popsán nehomogenńı Helmholtzovou rovnićı s homogenńı
Neumannovou okrajovou podmı́nkou:

(Δ + k2)p(ω, x) = g(ω, x), x ∈ Ω (1)

∇p(x) · n = 0, x ∈ Γ , (2)
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kde Δ = ∇ · ∇ je Laplacián, k = ω/c0 vlnové č́ıslo, ω the angular frequency
and c0 adiabatická rychlost zvuku, p akustický tlak harmonický v čase a n
normálový vektor.

Zdroj na pravé straně rovnice g(ω, x) byl zvolen jako

g(k, x, y, z) = −2k2 cos(kx) cos(ky) cos(kz) exp ||x− x0||22
2s2

(3)

kde s je parametr ovlivňuj́ıćı strmost zdroje, x0 = (0.5, 0.5, 0.5) m je lokace
zdroje a ||x− x0||2 je euklidovská vzdálenost od zdroje.

Pokud plat́ı s→∞, předpis zdroje se zjednodušuje na

g(k, x, y, z) = −2k2 cos(kx) cos(ky) cos(kz) (4)

a dostáváme analytické řešeńı v následuj́ıćım tvaru

p(k, x, y, z) = cos(kx) cos(ky) cos(kz) . (5)

Ztrátová funkce je váženým součtem př́ıspěvk̊u z PDE a Neumannovy okra-
jové podmı́nky:

L = wPDELPDE + wNBCLNBC , (6)

kde jednotlivé př́ıspěvky jsou definovány jako

LPDE =
1

NPDE

NPDE∑
||rPDE(x)||2 , (7)

LNBC =
1

NNBC

NNBC∑
||rNBC(x)||2 , (8)

a jednotlivá rezidua

rPDE = Δp(x) + k2p(x)− g(x) ∀x ∈ Ω , (9)

rNBC = ∇p(x) · n ∀x ∈ Γ , (10)

kde NPDE je počet trénovaćıch bod̊u uvnitř domény a NNBC na okraj́ıch
domény.

3 PŘEDBĚŽNÉ VÝSLEDKY

Váhovaćı koeficienty byly zvoleny jako wPDE = 1 a wNBC = 5. Trénovaná PINN
sestává z 3 skrytých vrstev, každá obsahuje 180 neuron̊u. Pro trénink bylo
použito 25 bod̊u na vlnovou délku, tj. 50 bod̊u v každém směru a celkem 125
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Obrázek 2: Př́ıklad dosažených výsledk̊u.

000 bod̊u. Podle [6] byla zvolena aktivačńı funkce sin a optimalizátor ADAM.
Zde je vhodné zmı́nit, že např. aktivačńı funkce ReLU, hojně využ́ıvaná v ANN,
se zde aplikovat nedá, nebot’ jej́ı druhá derivace je nulová a to by znemužnilo
učeńı śıtě.

Po zhruba 1500 epochách dosahuje PINN natrénovaná pro analytickém
řešeńı Helmholtzovy rovnice chyby 4-6 %, ukázka řešeńı a absolutńı chyby je
vidět na Obrázku 2.

Hlavńı překážkou při snaze dosáhnout nižš́ı chyby byly pot́ıže optima-
lizátoru zkonvergovat, jak ukazuje Obrázek 3. V takovém př́ıpadě nemuśı být
ani deľśı trénink, ani větš́ı trénovaćı dataset zárukou lepš́ıch výsledk̊u: oscilace
hodnot ztrátové funkce v rámci řád̊u poukazuj́ı na mnohem fundamentálněǰśı
problém.

Obrázek 3: Pr̊uběh tréninku PINN. Za pozornost stoj́ı osa y a řád oscilaćı hodnot
ztrátové funkce: amplitudy oscilaćı by měly být mnohem menš́ı, nejvýše v řádu jedno-
tek.

4 ZTRACENÝ OPTIMALIZÁTOR

Složitá ztrátová funkce čińı problém špatně podmı́něným, a proto má optima-
lizátor problémy s konvergenćı, což je běžný problém PINN [7]. Pro řešeńı

26



tohoto problému byly navrženy r̊uzné modifikace, mezi nimi např. lokálně
adaptivńı aktivačńı funkce se zotaveńım sklonu (Locally Adaptive Activation
Function with slope recovery) [8] nebo použit́ı dat jako regulátoru [9]. Nutno
dodat, že obě tyto strategie ztrátovou funkci dále komplikuj́ı. Také je velmi
pravděpodobné, že žádná z navrhovaných strategíı nebude vylepšeńım pro li-
bovolnou PDE [7].

Pro analýzu zvolených modifikaćı neńı dostatečné pouze porovnávat čas,
který model ke konvergenci potřeboval. Vı́ce vhledu nám může poskytnout
porovnáváńı konvexity ztrátové funkce, např. skrz analýzu vlastńıch hodnot
jej́ıho Hessiánu [10].

Pomoćı kódu poskytnutého [9] můžeme vykreslit krajinu ztrát (Loss Land-
scape, LL) našeho natrénovaného modelu a porovnat ji s krajinou ztrát neuro-
nové śıtě (viz obr. 6), která se lǐśı pouze ztrátovou funkćı, danou jako středńı
kvadratická chyba mezi vzorem a předpověd́ı. Ačkoli je povrch krajiny ztrát
ANN hladš́ı a globálńı minimum širš́ı (a tedy ztrátová funkce ANN je lépe
podmı́něná než pro PINN), celkový rozd́ıl v krajinách ztrát neńı nijak zásadńı.

Obrázek 4: Krajina ztrát: PINN (nalevo) vs NN (napravo). Představte si optimalizátor
využ́ıvaj́ıćı gradientńı sestup: v této krajině je pro něj téměř nemožné naj́ıt minimum.

5 VLIV AKTIVAČNÍ FUNKCE

Jagtap et al. navrhuj́ı použit́ı lokálně adaptivńı aktivačńı funkce (Locally Adap-
tive Activation Function, LAAF), protože adaptivńı parametr by měl mı́t pozi-
tivńı vliv na ztrátovou krajinu a zlepšovat konvergenci, a to hlavně v rané fázi
trénováńı [8]. Tato adaptivńı funkce je definována jako

σ(nax) (11)
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kde σ představuje libovolnou aktivačńı funkci se vstupem x a predefinovaným
škálovaćım faktorem n ≥ 1. Adaptivńı parametr a ∈ R měńı strmost aktivačńı
funkce a během tréninku se jeho hodnota měńı. Adaptivńı parametr může být
bud’ jeden na každou vrstvu neuronové śıt’ě (potom se jedná o tzv. Layer-wise
locally adaptive activation functions, L-LAAF) nebo jeden pro každý neuron
(Neuron-wise locally adaptive activation functions, N-LAAF).

Pro jednoduchost byla zvolena varianta L-LAAF, což v našem konkrétńım
př́ıpadě znamená, že přibývaj́ı 3 adaptivńı parametry. Škálovaćı faktor byl na-
staven jako n = 2 a všechny adaptivńı parametry a inicializovány jako jedna.
Z porovnáńı krajin ztrát při využit́ı aktivačńı funkce sin(Obr. 3) a při využit́ı
L-LAAF se sin (Obr. 5) vyplývá, že tato modifikace má vliv na krajinu ztrát.
To, že je v novém př́ıpadě krajina hladš́ı a minimum je pro optimalizér lépe
dostupněǰśı, se projevuje i při tréninku PINN, jak lze vidět na Obr. 5: śıt’ zkon-
verguje výrazně dř́ıve.

Takto markantńı úspěch této drobné modifikace ovšem vede k otázce, zda by
se problém nedal vyřešit jednodušeji než přidáńım několika adaptivńıch para-
metr̊u. Připomeňme si, proč nepouž́ıváme ReLU jako aktivaci: jelikož se jedná
o kombinaci lineárńıch funkćı, jej́ı nulová druhá derivace by znemožnila neuro-
nové śıti učeńı. K tomu ovšem může doj́ıt za určitých podmı́nek i u aktivačńı
funkce sin: pokud jsou však vstupy aktivace př́ılǐs malé a pohybuj́ı se kolem
nuly, pohybujeme se v lineárńım režimu funkce sin a učeńı může narazit na
stejné problémy jako v př́ıpadě ReLU.

Hypotéza tedy je, že pokud budeme škálovat argument funkce sin (jako
např. sin(2x), sin(4x)), bude mı́t tato modifikace podobně pozitivńı vliv na kon-
vergenci, jako využit́ı L-LAAF. Pro otestováńı této hypotézy byla natrénována
PINN s aktivačńı funkćı sin(2x). Pr̊uběh tréninku PINN je vyobrazen na Obr.
5: v tomto konkrétńım běhu dokonce trénink zkonvergoval dř́ıve než pro L-
LAAF. Krajiny ztrát jsou pro L-LAAF a sin(2x) srovnatelné. Obě krajiny jsou
pro optimalizátor snáze pr̊uchodné než krajina pro aktivačńı funkci sin, jak
vyplývá z porovnáńı Obr. 4 a Obr. 6.

6 ZÁVĚR

Fyzikálně informované neuronové śıtě (Physics Informed Neural Network,
PINN) sice nab́ızej́ı lepš́ı generalizaci než klasické neuronové śıtě, jejich
nevýhodou je ovšem náročněǰśı trénink kv̊uli problémům s konvergenćı. V do-
stupné literatuře bylo již navrženo nespočet modifikaćı za účelem vylepšeńı
konvergence, ovšem žádná z nich nefunguje pro libovolnou parciálńı dife-
renciálńı rovnici a proto je potřeba posoudit vliv př́ıpadné modifikace na zvo-
lený problém.
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Obrázek 5: Pr̊uběh tréninku PINN. Zde jsou oscilace hodnot ztrátové funkce přiblǐzně
v rámci jednoho řádu a jejich pr̊uměr je klesaj́ıćı.

Obrázek 6: Krajina ztrát PINN: L-LAAF (nalevo) vs sin(2x) (napravo). Obě krajiny
jsou pro optimalizátor snáze pr̊uchodné než krajiny na Obr. 4.

V této studii jsme se zaměřili na modifikace zvolené aktivačńı funkce, a
to dvěma zp̊usoby. Prvńı využ́ıvá lokálně adaptivńı aktivačńı funkce L-LAAF
a představuje nav́ıc tři adaptivńı parametry k tréninku, druhý a jednodušš́ı
zp̊usob je prosté škálováńı argumentu funkce sin. Pro porovnáńı vlivu těchto
úprav byla provedena studie krajiny ztrát.

Z porovnáńı krajin ztrát vyplývá, že využit́ı L-LAAF se zotaveńım sklonu
neńı nezbytně nutné, zejména vzhledem k tomu, že představuje daľśı člen do
ztrátové funkce, čimž ji dále komplikuje. Výhodou L-LAAF nicméně je, že se
škálovaćı faktor nemuśı odhadovat přet tréninkem, ale neuronová śıt’ si ho může
měnit během trénováńı dle potřeby. Oproti tomu, elegance prostého škálováńı
argumentu funkce sin tkv́ı zejména v jednoduchosti implementace, nebot’ kv̊uli
této modifikaci neńı potřeba upravovat ztrátovou funkci.

29



PODĚKOVÁNÍ
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Redukce nelineárńıho zkresleńı
kondenzátorových mikrofon̊u

Petr Honźık
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Abstract
This paper addresses the problem of nonlinear distortion in condenser micro-
phones, which primarily originates from their inherently nonlinear capacitance.
A theoretical analysis is provided based on recent literature, followed by the
development of a simplified model that enables the prediction and reduction
of such distortions. The main advantage of the proposed method is that it
requires only one parameter, which can be estimated from measurements. Ex-
perimental results show that the second harmonic component in the nonlinear
output of the microphone can be significantly reduced using the optimal value
of this parameter. The proposed method was effectively applied to the output
of a microphone used in a probe for the measurement of otoacoustic emissions,
and the results are discussed.

1 ÚVOD

Kondenzátorové mikrofony jsou široce už́ıvány pro měř́ıćı aplikace, ve stu-
diovém nahráváńı i živém zvučeńı a v posledńı době zejména jako miniaturńı
(MEMS) mikrofony ve spotřebńı elektronice. Klasické uspořádáńı mikrofonu
jako kondenzátoru s jednou pohyblivou elektrodou (napnutá membrána) a jed-
nou pevnou elektrodou, tzv.

”
single back-plate“, přináš́ı výhody jako např́ıklad

dlouhodobě zvládnutá technologie výroby, velmi rovná frenvenčńı charakteris-
tika až do frekvence prvńı mechanické rezonance membrány, ńızký vlastńı šum
a v neposledńı řadě ńızké nelineárńı zkresleńı. Toto zkresleńı nicméně zanáš́ı
chybu do výstupńıho signálu mikrofonu v podobě nechtěných harmonických a
intermodulačńıch produkt̊u [1, 2] a může být zp̊usobeno např́ıklad nelineárńımi
akustickými ději v mezeře mezi mebránou a pevnou elektrodou, proměnným
tlumeńım v této mezeře, mechanickými vlastnostmi membrány [3] a v nepo-
sledńı řadě nelineárńı změnou kapacity kondenzátoru při pohybu membrány.

31



2 TEORIE NELINEÁRNÍHO ZKRESLENÍ V KONDENZÁTOROVÉM MI-
KROFONU

Ukazuje se [4], že dominantńım zdrojem nelinearit v kondenzátorových mikro-
fonech je nelineárńı kapacita mikrofonu. Nı́že je popsán teoretický rozbor této
nelinearity podle [4, 5, 6].

Náboj Q v kondenzátoru je dán součinem elektrického napět́ı U a kapacity
C, tedy Q = CU . Statická kapacita kondenzátorového mikrofonu (bez pohybu
membrány), C = C0 + Cp, se skládá z parazitńı kapacity Cp a aktivńı statické
kapacity mikrofonu C0 = ε0S0/hg, kde ε0 je permitivita vakua, S0 je aktivńı
plocha daná překryvem membrány a pevné elektrody (obecně tyto dvě elek-
trody nemuśı mı́t stejné rozměry a často je nemaj́ı) a hg je klidová vzdálenost
membrány a pevné elektrody (tzv. tloušt’ka

”
gapu“). Totálńı diferenciál náboje

lze pak vyjádřit jako
dQ = dCU + CdU. (1)

Dále budeme předpokládat, že celkové napět́ı se skládá z konstantńıho pola-
rizačńıho napět́ı U0 přivedeného z exterńıho zdroje přes polarizačńı odpor R a
malého stř́ıdavého napět́ı u, které je superponováno na U0 d́ıky změně kapa-
city mikrofonu dC zp̊usobené výchylkou membrány, tedy U = U0 + u. Zároveň
předpokládáme U0 � u a v rovnici (1) můžeme nahradit U ≈ U0 a dU ≈ u.
Vzhledem k velkému polarizačńımu odporu (řádu GΩ) bude po počátečńım
nabit́ı kondenzátoru proud zanedbatelný, a tedy dQ ≈ 0. Promı́tneme-li výše
popsané aproximace do rovnice (1), můžeme vyjádřit výstupńı napět́ı kon-
denzátorového mikrofonu

u = −U0
dC

C
. (2)

Chceme-li vyjádřit časovou závislost změny kapacity mikrofonu, zavedeme
nejprve pr̊uměrnou výchylku membrány přes aktivńı plochu S0, která záviśı

pouze na čase, nikoliv na prostorových souřadnićıch, ξ̄(t) =
(∫∫

S0
ξ(�r, t)dS0

)
/S0,

kde ξ(�r, t) je výchylka membrány pozitivně orientovaná ve směru ven z domény
(od pevné elektrody), kladný př́ıchoźı akustický tlak tedy zp̊usob́ı zápornou
výchylku. Celková kapacita mikrofonu v závislosti na čase je pak dána

Ct(t) = Cp +
ε0S0

hg + ξ̄(t)
= Cp + C0

1

1 + ξ̄(t)/hg
. (3)

Předpokládáme-li, že celkovou kapacitu (3) lze vyjádřit jako součet Ct(t) =
Cp+C0+dC(t), pak při použit́ı Taylorova rozvoje 1/(1+y) = 1−y+y2−y3+· · ·
můžeme časovou závislost změny kapacity zapsat jako

dC(t) = −C0

[
ξ̄(t)

hg
−
(
ξ̄(t)

hg

)2

+

(
ξ̄(t)

hg

)3

− · · ·
]
. (4)
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Dosazeńım (4) do (2) vznikne vztah pro výstupńı napět́ı kondenzátorového
mikrofonu

u(t) = U0
C0

Cp + C0

[
ξ̄(t)

hg
−
(
ξ̄(t)

hg

)2

+

(
ξ̄(t)

hg

)3

− · · ·
]
, (5)

kde je zjevný nelineárńı vztah mezi výstupńım napět́ım a poměrem pr̊uměrné

výchylky k tloušt’ce vzduchové mezery ξ̄(t)
hg

. Pro zjednodušeńı zápisu bývá tento

poměr označen jako y(t) a je zavedena konstanta K0 daná vztahem

K0 = U0
C0

Cp + C0
. (6)

Výstupńı napět́ı mikrofonu pak lze zapsat jako

u(t) = K0

[
y(t)− y2(t) + y3(t)− · · · ] . (7)

3 MĚŘENÍ NELINEÁRNÍHO ZKRESLENÍ V KONDENZÁTOROVÉMMI-
KROFONU

Měřeńı nelineárńıho zkresleńı v kondenzátorovém mikrofonu je detailně popsáno
v [4], měřeńı na v́ıce mikrofonech (nikoliv jen kondenzátorových) je publi-
kováno v [7]. Základńım problémem měřeńı nelinearit mikrofon̊u je absence
lineárńıho zdroje. Jelikož prakticky všechny reproduktory produkuj́ı vyšš́ı har-
monické složky při harmonickém buzeńı, zejména v př́ıpadě měřeńı na vyšš́ıch
úrovńıch SPL (Sound Pressure Level), kde se obvykle zač́ınaj́ı projevovat ne-
linearity mikrofon̊u, neńı možné na výstupu mikrofonu oddělit nelineárńı pro-
dukty zp̊usobené měřeným mikrofonem od harmonických a intermodulačńıch
produkt̊u zp̊usobených pr̊uchodem již zkresleného signálu z reproduktoru ne-
lineárńım mikrofonem. Z tohoto d̊uvodu byla u výše citovaných měřeńı použita
metoda

”
předzkresleńı“ [8], která iterativně přidává do signálu bud́ıćıho repro-

duktor vyšš́ı harmonické složky s př́ıslušnou fáźı tak, aby se na výstupu repro-
duktoru tyto složky vykompenzovaly s nelineárńımi produkty zp̊usobenými re-
produktorem. Výstup reproduktoru je zároveň kontrolován pomoćı referenčńıho
měř́ıćıho mikrofonu u nějž se předpokládá zanedbatelné nelineárńı zkresleńı.
T́ımto zp̊usobem lze obecně dosáhnout žádaného spektrálńıho složeńı perio-
dického signálu na výstupu reproduktoru (kromě signálu typu sinus/cosinus
i např́ıklad trojúhelńıkového či obdélńıkového signálu, př́ıpadně signál̊u typu

”
two-tone“ a

”
multi-tone“), nežádoućı harmonické složky jsou potlačeny na

úrověň šumu.
Jako př́ıklad je na obrázku 1 uvedeno měřeńı nelineárńıho zkresleńı mikro-

fonu v sondě pro měřeńı otoakustických emiśı Etymotic ER10C na frekvenci
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bud́ıćıho signálu 510 Hz. V závislosti na hladině budićıho akustického tlaku
změřené referenčńım mikrofonem jsou vyneseny hodnoty prvńıch tř́ı harmo-
nických komponent (viz popis) na výstupu měřeného mikrofonu přepoč́ıtané na
hladinu akustického tlaku přes změřenou citlivost mikrofonu (kulaté body). Pro
porovnáńı jsou vyneseny i hodnoty spočtené pomoćı teoretického modelu po-
psaného v předchoźı sekci (čárkované linky). Prvńı harmonická vykazuje shodu
mezi modelem a naměřenými hodnotami d́ıky použit́ı změřené hodnoty citli-
vosti mikrofonu. Dále je v modelu použita odhadnutá hodnota K0 = 40 V .
Druhá harmonická při této hodnotě K0 vykazuje soulad mezi naměřenými a
teoretickými hodnotami. V př́ıpadě třet́ı harmonické jsou však změřené hod-
noty o v́ıce jak 20 dB nad teoretickými hodnotami, což je zp̊usobeno vlivem
nelinearit, které nejsou zahrnuty v modelu. Tento výsledek je v souladu s výše
citovanými publikacemi [4, 7, 6].
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Obrázek 1: Hladina akustického tlaku změřená měřeným mikrofonem (kulaté body) a
spočtená modelem podle rovnice (7) (čárkované linky) na frekvenci 510 Hz v závislosti
na vstupńı hladině tlaku: 1. harmonická (modrá), 2. harmonická (oranžová) a 3.
harmonická (zelená).

4 REDUKCE NELINEÁRNÍHO ZKRESLENÍ KONDENZÁTOROVÝCHMI-
KROFONŮ

Z prezentovaných výsledk̊u měřeńı i z literatury, např. [9], je patrné, že domi-
nantńı složkou vzniklou na základě nelineárńı kapacity mikrofonu je 2. harmo-
nická. Jej́ı redukce vede k výraznému sńıžeńı celkového nelineárńıho zkresleńı
mikrofonu (parametr THD).
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Metoda redukce nelineárńıho zkresleńı pomoćı sńıžeńı 2. harmonické byla
publikována nedávno [6]. Vycháźı z rovnice (7) kde jsou zanedbány všechny
komponenty vyšš́ıho než 2. řádu

u(t) ≈ K0[y(t)− y2(t)]. (8)

Následně je zaveden model výstupńıho napět́ı ideálńıho lineárńıho mikrofonu
ulin(t) = K0y(t). Ten je dosazen do rovnice (8) a je nalezena inverzńı funkce
tak, aby bylo źıskáno ulin(t). Jelikož takto źıskaná inverzńı funkce neńı v
praktických př́ıpadech vždy vhodná k implementaci (obsahuje odmocninu), je
následně zjednodušena pomoćı Taylorova rozvoje a výsledný vztah je potom

ulin(t) ≈ u(t) +
1

K0
u2(t) (9)

Pro ilustraci účinnosti metody lze aplikovat rovnici (9) na data naměřená
na mikrofonu v sondě pro měřeńı otoakustických emiśı z obrázku 1. Na obrázku
2 je zobrazeno spektrum signálu na výstupu z mikrofonu přepoč́ıtané pomoćı
jeho změřené citlivosti na hladinu akustického tlaku při buzeńı mikrofonu akus-
tickým tlakem o hladině 108 dB SPL na frekvenci 510 Hz, a to bez redukce
zkresleńı (modrá linka) a po aplikaci redukce zkresleńı pomoćı rovnice (9)
(oranžová linka - pro názornost posunutá o 20 Hz doleva). Je zřejmé, že druhá
harmonická na frekvenci 1020 Hz byla potlačena o v́ıce, než 40 dB. Je třeba
dodat, že toto je optimálńı př́ıpad, na vyšš́ıch úrovńıch se začnou v́ıce proje-
vovat jiné zdroje nelinearit než je nelineárńı kapacita a na nižš́ıch úrovńıch se
hladina 2. harmonické snižuje a přibližuje se šumu měřeńı, oboj́ı vede k menš́ı
redukci úrovně 2. harmonické. Zároveň byly během měřeńı na sondě pro oto-
akustické emise pozorovány fázové posuny závislé na frekvenci, které rovněž
snižuj́ı účinnost metody a č́ıńı j́ı frekvenčně závislou, ačkoliv by teoreticky pro
danou optimálńı hodnotu parametru K0 měla metoda fungovat nezávisle na
frekvenci. Tento jev bude podroben daľśımu zkoumáńı.

5 ZÁVĚR

Metoda redukce nelineárńıho zkresleńı pomoćı sńıžeńı úrovně 2. harmonické po-
psaná v literatuře [6] byla aplikována na mikrofon v sondě pro měřeńı otoakus-
tických emiśı. Uvedené př́ıklady výsledk̊u dokládaj́ı, že metodu lze na tento mi-
krofon s úspěchem aplikovat, v optimálńım př́ıpadě byla 2. harmonická sńıžena
o v́ıce než 40 dB. Budoućı práce je třeba zaměřit na účinnost metody v př́ıpadě
kdy dojde v signálu na výstupu mikrofonu k fázovým posuv̊um, např́ıklad vli-
vem daľśıho analogového zpracováńı.
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Obrázek 2: Spektrum signálu na výstupu mikrofonu při buzeńı harmonickým signálem
o hladině 108 dB SPL na frekvenci 510 Hz bez redukce zkresleńı (modrá linka) a s
redukćı zkresleńı (oranžová linka).

PODĚKOVÁNÍ
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Objevováńı nelineárńıch vlnových rovnic z dat
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Abstract This short contribution explores the possibilities of discovering
nonlinear wave equations using machine learning algorithms. The basic techni-
cal problems that this subfield of acoustics entails (e.g., the occurrence of steep
gradients, which complicates the numerical evaluation of partial derivatives)
and the possibilities for solving them (e.g., converting the whole problem into
a weak formulation of partial differential equations) are described. A particu-
lar example shows the algorithmic discovery of the Westervelt equation from
data taken directly from the Navier-Stokes equations.

1 ÚVOD

V posledńıch několika letech se pozornosti základńıho i aplikovaného výzkumu
těš́ı oblast fyzikálně podloženého strojového učeńı (physics-informed machine
learning). Pod tento široký pojem patř́ı celé početné rodiny postup̊u a al-
goritmů z nepř́ılǐs ostře vymezené oblasti strojového učeńı, do kterých jsou
přidány fyzikálńı informace jako jistý typ vnitřńı vazby nebo regularizace (viz
např. [1]). Obecně se odhaduje, že takto poj́ımané algoritmy maj́ı výrazně větš́ı
šanci na extrapolaci mimo oblast svých tréninkových dat, než by bez využit́ı
fyzikálńıch znalost́ı bylo dosažitelné. Jinými slovy, že je možné se takto bĺıžit
opravdových fundament̊um, nikoli pouze zajistit funkčnost jednoúčelového mo-
delu (častý problém zejména při trénováńı umělých neuronových śıt́ı).

Tento př́ıspěvek je zaměřen na jedno konkrétńı využit́ı postup̊u fyzikálně
podloženého strojového učeńı, totiž na objevováńı rovnic z dat. V podstatě se
jedná o velmi specifický př́ıpad regrese, při které se data neprokládaj́ı funkćı,
ale hledá se diferenciálńı operátor, který by jim vyhovoval.

Velmi schématicky vzato se oblasti zájmu mohou týkat bud’ problémů, ve
kterých neńı jasné, jak k př́ımé aplikaci fyzikálńıch zákon̊u zachováńı přikročit
nebo také př́ıpad̊u, kde docháźı ke kombinaci mnoha vliv̊u, u kterých neńı
jasná přesná povaha jejich spřažeńı. Řešeńım problému je nalezeńı efektivńı
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parciálńı diferenciálńı rovnice, která odpov́ıdá časoprostorovému vývoji fe-
nomén̊u obsažených v tréninkových datech. V následuj́ıćıch odstavćıch se jedná
o prvńı z výše zmı́něných variant: jak data źıskaná pomoćı velmi obecných
zákon̊u zachováńı

”
strojově“ upravit tak, aby z nich vyplývaly rovnice popi-

suj́ıćı silná zvuková pole?
Před samotným popisem algoritmu objevováńı vlnových rovnic z dat se

krátce zastav́ıme u nutného minima informaćı z oblasti základ̊u nelineárńı akus-
tiky (též akustiky konečných amplitud – odd́ıl 2). Konkrétńı představeńı algo-
ritmu (odd́ıl 3) a specifická ukázka fungováńı (odd́ıl 4) se oṕıraj́ı o př́ıspěvek
autorského kolektivu na letošńı konferenci Forum Acusticum Euronoise 2025.

2 KRÁTCE O AKUSTICE KONEČNÝCH AMPLITUD

Poznamenejme předem, že následuj́ıćı řádky obsahuj́ı pouze stručné zmı́nky o
principech a pojmech vztahuj́ıćıch se k nelineárńı akustice, které jsou využ́ıvány
dále v textu. Klasická fyzikálńı formulace lineárńı akustiky – tak, jak se použ́ıvá
např́ıklad pro prostorovou akustiku nebo běžné výpočty hlukové zátěže – je spe-
cifická limita pohybových rovnic stlačitelných, viskózńıch a tepelně vodivých
tekutin (Navierových–Stokesových rovnic), které jsou pro tyto tekutiny ekvi-
valentem zákon̊u zachováńı hmoty, hybnosti a energie. Oproti plnému tvaru
rovnic představuje limita lineárńı akustiky citelné zjednodušeńı. To se oṕırá
zejména o předpoklad, že akustické poruchy tvoř́ı

”
jen velmi nepatrné zčeřeńı“

na klidových hodnotách hustoty a tlaku v prostřed́ı. V pojmech aplikované ma-
tematiky je toto ekvivalentńı výroku, že v Taylorově rozvoji tlaku jako funkce
hustoty připoušt́ıme pouze poruchy prvńıho řádu.

V př́ıpadě silných zvukových poĺı je ovšem nutné rozš́ı̌rit tento rozvoj
ještě o daľśı člen. Š́ı̌reńı zvukových vln následně neńı popsáno pouze lineárńı
(d’Alembertovou) vlnovou rovnićı,1 ale některou z rovnic obsahuj́ıćı kvadratické
nelinearity v akustickém tlaku (nebo jiné popisné veličině). To otev́ırá širokou
rodinu fenomén̊u, které v oblasti lineárńı akustiky nemaj́ı sv̊uj protěǰsek. Z nich
asi nejznáměǰśı je postupné zvyšováńı sklonu vlny (wave steepening) vedoućı v
některých př́ıpadech až k utvořeńı rázové vlny (shock formation – viz Obr. 1).

1Důležitá poznámka: V následuj́ıćım textu uvažujeme bezrozměrné tvary rovnic. Pro ilu-
straci, rozměrový čas t′ nahrazujeme bezrozměrným t = c0t′/�, kde � je charakteristický
rozměr oblasti a c0 adiabatická rychlost š́ı̌reńı zvuku. Analogicky pro daľśı veličiny. Lineárńı
vlnová rovnice má tedy pouze tvar:

∂2p

∂t2
− ∂2p

∂x2
= 0 (1)

.

38



X

P

Obrázek 1: Ilustrace š́ıřeńı tlakových pulz̊u konečné amplitudy. Vlna zde postupuje
zleva doprava. U pulzu s vyšš́ı amplitudou je patrné, že jeho strana ve směru š́ıřeńı je
strměǰśı než obrácená. Tento jev je následkem skládáńı rychlosti š́ıřeńı vlny s lokálńı
akustickou rychlost́ı.

Ačkoli v reálných prostřed́ıch nedojde k vytvořeńı skutečné diskontinuity v ma-
tematickém smyslu slova, derivace lokálně mohou dosahovat značně vysokých
hodnot.

Pokud objevováńı nelineárńıch vlnových rovnic z dat nemá být cosi jako
tautologie, nemohou být tréninková data źıskána př́ımo z vlnových rovnic s
kvadratickými nelinearitami. Mı́sto toho využ́ıváme simulace př́ımo na základě
jednoho z tvar̊u Navierových-Stokesových rovnic pro ideálńı plyn (bĺıže viz
práci Červenky a Bednař́ıka [2]).

Zmı́něným rovnićım je potřeba přizp̊usobit i techniky jejich numerického
řešeńı, kv̊uli možnému výskytu strmých gradient̊u v okoĺı rázových vln. V
této práci použ́ıváme vlastńı implementaci algoritmu Kurganov–Tadmor [3].
Tréninková data tvoř́ı simulace š́ı̌reńı tlakových pulz̊u, které maj́ı na počátku
gaussovský pr̊uběh (o obecně r̊uzných amplitudách a š́ı̌rkách – viz ńıže).

3 ALGORITMUS OBJEVOVÁNÍ NELINEÁRNÍCH VLNOVÝCH ROVNIC

Řada algoritmů objevováńı rovnic se oṕırá o vytvořeńı široké knihovny člen̊u,
které by v rovnićıch mohly vystupovat [1]. Z množiny tréninkových dat jsou
pak vybrána mı́sta v prostoru a čase, ve kterých jsou určeny konkrétńı hod-
noty kandidátńıch člen̊u. Analyzováńım souhry nebo neladu takto źıskaných
údaj̊u se určuje, zda ten či onen kandidátńı člen v rovnici má nebo nemá vy-
stupovat (techničtěǰśı popis viz ńıže). Odtud ovšem plyne, že v klasické (silné)
formulaci parciálńıch diferenciálńıch rovnic je potřeba poč́ıtat z tréninkových
dat parciálńı derivace numerickými aproximacemi. Jelikož vstupńı data často
nejsou dostatečně hladká, vede tento př́ıstup k výraznému ześıleńı šumu. Bylo
by sice možné šum filtrovat, to však v př́ıpadě nelineárńı akustiky naráž́ı na
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problém: zde neńı výskyt lokálńıch strmých gradient̊u pouze artefaktem ne-
vhodného zpracováńı dat, ale i fyzikálńım jevem samotným [4, 5].

Jednoduché a elegantńı řešeńı nab́ıźı algoritmus weak-PDE-LEARN od
Stephanyho a Earlse [6], jehož variantu a přizp̊usobeńı našemu oboru
představujeme v tomto článku. Hlavńı myšlenkou je převést problém hledáńı
vlnových rovnic ze silné formulace na slabou. Zjednodušeně řečeno: mı́sto snahy
zajistit správné sladěńı diferenciálńıch člen̊u v nekonečně malých okoĺıch vy-
braných bod̊u prostoročasu se zaměřujeme na ověřeńı

”
správné shody“ in-

tegrál̊u kandidátńıch člen̊u násobených testovaćımi funkcemi. V následuj́ıćıch
odstavćıch si tento koncept projdeme.

Necht’ Ω označuje oblast Ω ≡ [0, X]× [0, T ] (tzn. jedna prostorová dimenze
x ∈ [0, X] a čas t ∈ [0, T ]). Použ́ıváme multi-indexovou notaci parciálńıch
derivaćı:

Dα(m,n)p ≡ ∂pm+n

∂xm∂tn
. (2)

Např́ıklad d’Alembert̊uv operátor lze zapsat jako

∂2p

∂t2
− ∂2p

∂x2
≡ D(0,2)p−D(2,0)p . (3)

Pokud předpokládáme, že se pohybujeme v limitě slabě nelineárńı akustiky,
dává smysl hledat rovnice ve formě, která představuje pouze korekci lineárńı
vlnové rovnice. Hledaný vztah má tedy tvar:

D(0,2)p−D(2,0)p =
∑
i

ciD
αipsi , (4)

kde ci je konstanta, αi a si označuj́ı multi-index a mocninu i-tého kan-
didátńıho členu. Pro účely tohoto článku dovolujeme, aby s nabývalo pouze
hodnot 1 a 2 (tedy členy lineárńı nebo kvadratické v p).

Nyńı obě strany rovnice (4) vynásob́ıme testovaćı funkćı wk = wk(x, t) a
integrujeme přes celou oblast prostoročasu Ω:

∫
Ω

wk

(
D(0,2)p−D(2,0)p

)
dx dt =

∑
i

ci

∫
Ω

wkD
αipsi dx dt . (5)

Obecně by rovnice (5) měla platit pro libovolnou testovaćı funkci wk(x, t) ∈
C∞c . Omeźıme se pouze na rodinu funkćı wk(x, t) zadaných následuj́ıćım
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Obrázek 2: Ilustrace d́ılč́ıch úkon̊u v algoritmu pro objevováńı vlnových rovnic ve
slabé formě. Zobrazen je akustický tlak rozlǐsený v prostoru (vertikálńı osa) a čase
(horizontálńı osa). Vlevo: š́ıř́ıćı se tlakový puls p(x, t) s černou tečkou označuj́ıćı
střed váhové funkce. Uprostřed: třet́ı časová derivace váhové funkce D(0,3)wk(x, t).
Vpravo: př́ıklad integrandu na pravé straně rovnice (7): p(x, t)D(0,3)wk(x, t).

zp̊usobem. Pokud bod (x, t) lež́ı uvnitř koule poloměru r se středem v (x0, t0),
pak

wk(x, t) = exp

[
βr2

(x− x0)2 + (t− t0)2 − r2
+ β

]
(6)

V ostatńıch př́ıpadech wk(x, t) = 0. Konkrétńı tvar testovaćı funkce určuje
volba β, r, x0 a t0. Pokud omeźıme polohu center funkćı (x0, t0) tak, aby ležela
dostatečně daleko od hranice ∂Ω, můžeme využ́ıt toho, že wk = 0 na ∂Ω, a t́ım
pádem s použit́ım Greenových vět psát:

∫
Ω

wkD
αipsi dx dt = (−1)|αi|

∫
Ω

psiDαiwk dx dt; , (7)

kde |αi(m,n)| = m+ n. Viz obr. 2 pro schematické znázorněńı.
Tento krok je zásadńı, protože umožňuje převést derivováńı z dat p(x, t) na

analyticky diferencovatelnou testovaćı funkci wk. Stejný postup lze samozřejmě
použ́ıt i na levou stranu rovnice (5). Na tomto mı́stě, tak př́ıhodně utopeném, by
autorský kolektiv rád vyslovil své uznáńı čtenáři, který se popásá na této větě a
stále u toho vńımá. Opakováńım výše popsaného postupu pro každou testovaćı
funkci a každý kandidátńı člen dostaneme soustavu lineárńıch algebraických
rovnic pro koeficienty ci:

Akici = bk , (8)
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kde

Aki = (−1)|αi|
∫
Ω

psiDαiwk dx dt , (9)

bk =

∫
Ω

p
(
D(0,2)wk −D(2,0)wk

)
dx dt . (10)

Tuto soustavu můžeme řešit r̊uznými metodami numerické lineárńı algebry.
Je ovšem d̊uležité si uvědomit, že klasické řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
bude velmi pravděpodobně obsahovat směs v podstatě všech kandidátńıch člen̊u
a vzhledem k pravděpodobnému výskytu kovariance mezi sloupci matice Aki

nebude př́ılǐs numericky stabilńı. Východisko představuje úvaha koṕıruj́ıćı prin-
cip Occamovy břitvy: je potřeba omezit počet člen̊u pouze na ty skutečně nutné.
Za t́ımto účelem byl použit algoritmus LASSO (least absolute shrinkage and se-
lection operator), který k metodě nejmenš́ıch čtverc̊u přidává ještě penalizaci
za velikost koeficient̊u. Řešeńı rovnice (8) je tak převedeno na optimalizačńı
problém:

c = argmin
c′

{
||Ac′ − b||2 + λ||c′||1

}
(11)

kde c a b znač́ı vektory koeficient̊u ci a bk a || · ||1, || · ||2 označuj́ı L1 a L2 normy.
Detaily uplatněńı, včetně volby hyperparametru λ v našem př́ıpadě sledovaly
zavedený postup algoritmu Least-squares-post-Lasso (viz např. [7]).

T́ımto zp̊usobem máme tedy dobrou šanci źıskat pouze fyzikálně významné
členy nelineárńı vlnové rovnice.

4 VÝSLEDKY PRO POSTUPNÉ VLNY

V tomto př́ıspěvku ukážeme pouze jednu aplikaci výše uvedeného postupu, a
to objevováńı rovnice pro slabě nelineárńı postupuj́ıćı vlny. Z tréninkových dat
vyb́ıráme pouze prostoročasovou oblast, ve které se pulzy š́ı̌ŕı bez vzájemného
ovlivňováńı a bez kontaktu s okrajovými podmı́nkami jakéhokoliv druhu.

Pro srovnáńı objevené vlnové rovnice se známými analytickými modely jsme
použili výsledky 41 simulaćı pro r̊uzné amplitudy a š́ı̌rky pulz̊u. T́ım pádem
jsme schopni poskytnout také základńı statistiku rozptylu výsledk̊u. Jako kan-
didátńı členy byly uvažovány:

D(1,0)p , D(0,1)p , D(0,3)p , (12)

D(1,1)p , D(2,0)p2 , D(0,2)p2 . (13)
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Jelikož se jedná o korekce k d’Alembertově vlnové rovnici, lze jednotlivé
členy také fyzikálně interpretovat: V prvńım řádku se jedná o r̊uzné mechanismy
útlumu (liché derivace s reálnými koeficienty) a ve druhém řádku o konvekci a
nelinearitu.

V každé simulaci bylo použito 100 testovaćıch funkćı, což činilo sou-
stavu výrazně přeurčenou. Centra testovaćıch funkćı byla volena náhodně s
podmı́nkou, že tlak v bodě (x0, t0) nesmı́ být menš́ı než polovina maximálńıho
tlaku v datasetu (jinak by některé řádky matice Aki mohly být triviálńı).

Výsledná vlnová rovnice má následuj́ıćı tvar (pro přehlednost v klasické
notaci parciálńıch derivaćı):

∂2p

∂t2
− ∂2p

∂x2
= (1.193± 0.011)

∂2p2

∂t2
+

+ (0.001± 0.000)
∂2p2

∂x∂t
+

+ (0.004± 0.002)
∂2p3

∂t3
. (14)

Prvńı člen na pravé straně představuje nelinearitu odpov́ıdaj́ıćı Westervel-
tově rovnici [4, 5]. Hodnota jeho koeficientu je v rámci intervalu spolehlivosti
stejná jako učebnicová hodnota (γ+1)/2. Za povšimnut́ı stoj́ı, že relativńı š́ı̌rka
intervalu spolehlivosti je velmi malá, takže se jedná o poměrně přesný výsledek.

Druhý člen na pravé straně je velmi malý a jeho hodnota se mezi jed-
notlivými výsledky prakticky neměnila, což naznačuje, že se jedná o drobnou
systematickou chybu. Prakticky jde o korekci jednotkové rychlosti š́ı̌reńı vlny.
Pravděpodobně se jedná o artefakt při přepočtu dat.

Třet́ı člen na pravé straně reprezentuje ztráty. Ze všech možnost́ı dife-
renciálńıho řádu algoritmus skutečně správně vybral ten, který by odpov́ıdal
termoviskózńımu útlumu v objemu kapaliny. Nicméně, koeficient je př́ılǐs velký
pro ideálńı plyn a jeho interval spolehlivosti je rovněž poměrně široký. Velmi
pravděpodobně algoritmus správně nalezl koeficient odpov́ıdaj́ıćı numerické
viskozitě použitého solveru [3]. To by vysvětlovalo jak hodnotu koeficientu, tak
i jeho rozptyl, protože numerická viskozita je v tomto př́ıpadě úměrná čtvrté
prostorové derivaci a tedy značně záviśı na počátečńıch podmı́nkách konkrétńı
simulace.

Lze očekávat, že tento problém by se neobjevil, pokud by se vlny š́ı̌rily
prostřed́ım s větš́ımi skutečnými ztrátami. V takovém př́ıpadě by numerická
viskozita solveru byla ve srovnáńı se ztrátami média zanedbatelná. Na druhou
stranu bychom však přǐsli o výhodu, že rovnice, ze kterých čerpáme tréninková
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data, jsou bĺızké fundamentálńım vyjádřeńım zákon̊um zachováńı, protože pa-
rametry ztrát a nelinearity jsou v reálných kapalinách často pouze empirické
[4, 5].

5 ZÁVĚR A BUDOUĆI SMĚŘOVÁNÍ

Účelem tohoto krátkého př́ıspěvku bylo upozornit na možnosti algoritmů
zjǐst’uj́ıćıch tvary parciálńıch diferenciálńıch rovnic z dat pro potřeby ne-
lineárńı akustiky. Konkrétně jsme se zabývali výhodami slabé formulace, která
umožňuje obej́ıt obt́ıžné a nespolehlivé numerické výpočty derivaćı z dat ob-
sahuj́ıćıch rázové vlny. Specifická ukázka spoč́ıvala v ověřeńı, zda algoritmus
skutečně správně nalezne Westerveltovu rovnici, která v limitě slabě nelineárńı
akustiky popisuje obousměrně se š́ı̌ŕıćı vlny.

Smysl podobných snah na dobře zmapovaných př́ıpadech je v ověřeńı, že al-
goritmy jsou dobře a spolehlivě nastaveny. V budoucnu bude možné se zaměřit
na problémy se slabš́ım teoretickým fundamentem, jako je š́ı̌reńı vln v kom-
plikovaných prostřed́ıch (např. ultrazvuk v lidských tkáńıch) nebo nacházeńı
originálńıch řešeńı pro př́ıpady, kde doposud nebyla analyticky známá. Část
světové literatury se např́ıklad věnuje objevováńı nových linearizuj́ıćıch trans-
formaćı (v oblasti nelineárńı akustiky je známá např. Coleova–Hopfova trans-
formace linearizuj́ıćı Burgersovu rovnici).
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Abstract
Guiseppe Tartini was the first person who reported on the perception of additi-
onal tones to those that were presented into the ear by musical instrument(s).
Many years later, David Kemp was the first who measured such additional
tones by a microphone presented into the ear canal. The microphone recor-
ded a tone (distortion product) that was evoked by two pure tones of nearby
frequencies. These distortion products were later called distortion-product oto-
acoustic emissions (DPOAEs). Although Tartini tones and DPOAEs have the
same origin in the inner ear, they do not behave similarly if we change the
frequency ratio between tones because the source of distortion is distributed
and evokes many wavelets that interact differently in the direction out of the
cochlea and in the direction toward the tonotopic place for the distortion pro-
duct. Reflection from the tonotopic place also complicates the accuracy of
DPOAEs for diagnostic purposes. To summarize, there is still a lot of work
that needs to be done, but there is hope that DPOAEs will not only serve as
screening but provide more information about the function of the inner ear.

1 ÚVOD

Italský houslista a skladatel Giuseppe Tartini (1692-1770) ve své eseji Trattato
di musica secondo la vera scienza dellarmonia z roku 1754 popsal existenci tzv.
třet́ıho tónu, který poprvé pozoroval v roce 1713. Tento tón může posluchač
vńımat, pokud slyš́ı dvojici tón̊u o bĺızké frekvenci, at’ už hraných jedńım nebo
v́ıce nástroji. Tartinit ukázal, že tento tón má k dvojici hraných tón̊u přesný
aritmetický vztah. Obdobné pozorováńı bylo učiněno také francouzským skla-
datelem a hudebńım teoretikem Jean-Baptistem Rameauem (1683–1764) kolem
roku 1742 a německým varhańıkem Georgem Andreasem Sorgem (1703–1778)
kolem roku 1745. Protože Tartini byl p̊uvodńım objevitelem a nav́ıc tóny po-
drobněji prozkoumal, nesou jeho jméno [1, 2].
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Označ́ıme-li frekvenci spodńıho tónu jako f1 a horńıho jako f2, tedy f2 > f1,
pak Tartiniho třet́ı tón měl v závislosti na intervalu f2/f1 obvykle frekvenci
2f1 − f2 nebo 3f1 − 2f2. Vńımatelné jsou však i tóny o frekvenci f2 − f1 [3].
Jaký je mechanismus vzniku těchto tón̊u? Celkem s jistotou se dá ř́ıci, že je
to mechanismus nelineárńıho zkresleńı. K tomu zkresleńı může docházet př́ımo
v hudebńım nástroji [4] nebo, což vysvětluje př́ıpady vzniku Tartiniho tón̊u
při hrańı dvou odlǐsných not dvěma hudebńımi nástroji, v lidském sluchovém
ústroj́ı. Konkrétně ve vnitřńım uchu, ve kterém docháźı k mechanoelektrické
přeměně.

A skutečně existence distorzńıch produkt̊u, které vznikaj́ı ve vnitřńım uchu,
byla prezentována Davidem Kempem v roce 1979 [5]. Tyto zvuky později do-
staly souhrnný název otoakustické emise. Tento název se použ́ıvá na všechny
zvuky vznikaj́ıćı ve vnitřńım uchu, které můžeme měřit mikrofonem ve zvu-
kovodu. Nelineárńı zkresleńı je jedńım ze dvou známých mechanismů vzniku
emiśı, druhým mechanismem je lineárńı odraz na neregularitách v impedanci
uvnitř vnitřńıho ucha [6]. Ihned po objeveńı otoakustických emiśı bylo ukázáno,
že při poškozeńı sluchového systému nejsou emise měřitelné nebo je jejich ampli-
tuda daleko menš́ı. To otevřelo cestu ke klinickému využit́ı a v současné době se
emise rutině využ́ıvaj́ı k objektivńımu screeningu stavu sluchu novorozenc̊u [7].
Tento př́ıspěvek využ́ıvá teoretický model vnitřńıho ucha pro studium vztahu
mezi Tartiniho tóny a distorzńım produktem měřitelným ve zvukovodu.

2 CO JE V UCHU NELINEÁRNÍ?

V tomto textu se přidrž́ıme hypotézy, že hlavńım zdrojem distorzńıch pro-
dukt̊u ve vnitřńım uchu je basilárńı membrána (BM). Pokud si vnitřńı ucho,
kterému u živorodých savc̊u ř́ıkáme hlemyžd’ (kochlea) rozvineme, můžeme jej
znázornit jako dva dukty vyplněné tekutinou, které BM rozděluje podélně.
Vibrace třmı́nku zp̊usob́ı vznik postupné vlny na BM, které ř́ıkáme postupná,
protože jej́ı fáze se velmi pomalu měńı o v́ıce než p̊ul cyklu. BM má podél své
délky proměnnou tuhost, která klesá od třmı́nku směrem ke konci BM. T́ım
je zajǐstěno, že postupná vlna dosahuje maxima vibraćı v mı́stě podél BM v
závislosti na jej́ı frekvenci a dále již nepostupuje. Vysoké frekvence excituj́ı
v́ıce BM v bĺızkosti třmı́nku a ńızké směrem k jej́ımu konci. Georg von Békésy,
který experimentálně prokázal existenci postupné vlny na BM, předpokládal,
že odezva je pasivńı [8]. Ale již zhruba deset let po uděleńı Nobelovy ceny
Békésymu za jeho př́ıspěvek bylo zjǐstěno, že u živých zv́ı̌rat je odezva při
vyšš́ıch intenzitách nelineárńı [9].

Co je zdrojem nelineárńı odezvy BM? Experimentálńı studie ukázaly, že
kmity na BM jsou aktivně zesilovány a toto ześıleńı je pro vyšš́ı intenzity ome-
zeno [10]. Proto je odezva nelineárńı. Zdá se, že dominantńı nelinearitou v
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tomto procesu je alespoň v oblasti středńıch intenzit (do cca 80 dB hladiny ak.
tlaku) nelinearita v procesu mechanoelektrické přeměny ve vněǰśıch vláskových
buňkách [11]. Konkrétně pravděpodobnost otev́ıráńı iontových kanál̊u pro dras-
ĺık. O vněǰśıch vláskových buňkách je známo, že při změně jejich receptorového
potenciálu docháźı ke změně jejich délky (jev nazvaný elektromotilita) [12].
Tato změna délky je považována za hlavńı zdroj śıly, která ve svém d̊usledku
vede k ześıleńı kmit̊u na BM a uvažuje se, že je hlavńı př́ıčinou dosažeńı
extrémně ńızké citlivosti a extrémně vysoké frekvenčńı selektivity sluchu. Při
prahu sluchu jsme schopni vńımat výchylky bub́ınku o velikosti srovnatelné s
pr̊uměrem atomu vod́ıku.

3 TEORETICKÝ MODEL

Pro analýzu vzniku kombinačńıch distorzńıch produkt̊u na BM je vytvořen
model, který uvažuje BM jako řadu oscilátor̊u s postupně klesaj́ıćı tuhost́ı ve
směru od oválného okénka (báze, x = 0) k apexu (x = LBM). Tento model je
podrobně popsán v práci [13]. Transversálńı výchylka BM, ξ(x, t), v čase t je
dána rovnićı

m(x)∂2
t ξ(x, t) + h(x)∂tξ(x, t) + k(x)ξ(x, t)− [∂xs(x)∂x]∂tξ(x, t) (1)

+

∫ LBM

0

G(x, x̄)∂2
t ξ(x̄, t)dx̄ = −U(x, t)−GS(x)∂

2
t σ(t),

kde symbol ∂ představuje derivaci a index proměnnou podle které se deri-
vuje, m(x) je hmotnost, k(x) je tuhost, h(x) je tlumeńı, GS(x) představuje
vazbu mezi třmı́nkem a bazilárńı membránou (BM), σ(t) je výchylka třmı́nku,
∂xs(x)∂x popisuje vzájemné spojeńı sousedńıch oscilátor̊u zp̊usobené smyko-
vou viskozitou a G(x, x̄) vyjadřuje vzájemné spojeńı všech oscilátor̊u vyvo-
lané hydrodynamickými silami od okolńı tekutiny. U(x, t) je śıla p̊usob́ıćı proti
viskózńımu tlumeńı

U(x, t) = u(x)S[aη(x, t)], (2)

kde S představuje Boltzmannovu funkci druhého řádu (Obrázek 1), která mode-
luje pravděpodobnost otevřeńı iontových kanál̊u ve vlásćıch vněǰśıch vláskových
buněk v závislosti na výchylce vlásk̊u η(x, t), u(x) je vhodně zvolená prosto-
rová funkce, která ovlivňuje velikost ześıleńı podél BM a a je konstanta, která
dělá argument Boltzmannovy funkce bezrozměrný. Vlásky OHC jsou spojeny s
tektoriálńı membránou (TM) a model uvažuje, že toto spojeńı vytvář́ı druhou
řadu oscilátor̊u, které jsou naladěny bĺızko rezonančńı frekvence BM. V práci
[14] bylo odvozeno, že kombinaćı funkce druhé řady oscilátor̊u, mikromecha-
niky kochley a mechanoelektrické přeměny ve vněǰśıch vláskových buňkách je
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možné fenomenologicky aproximovat funkci ześıleńı tak, že je př́ımo úměrná
vzájemné výchylce vlásk̊u η(x, t), která je dána vztahem

∂2
t η(x, t) + γTM(x)∂2

t η(x, t) + ω2
TM(x)η(x, t) = −∂2

t ξ(x, t), (3)

kde γTM je viskózńı tlumeńı a ωTM(x) je rezonančńı frekvence.

3.1 Analytické řešeńı pro distorzńı produkty
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Obrázek 1: Boltzmannova funkce
druhého řádu použitá jako jediný zdroj
nelinearity v modelu.

Pro vyjádřeńı řešeńı rovnic přejdeme
do frekvenčńı domény a hledáme řešeńı
na frekvenci fDP = 2f1 − f2, která
odpov́ıdá kubickému distorzńımu pro-
duktu. Ačkoli se v této práci omezu-
jeme na kubický distorzńı produkt, pre-
zentované výsledky hrubě plat́ı také pro
rozd́ılový produkt f2 − f1. Protože je
model nelineárńı, hledáme řešeńı jako
součet zkrácené Fourierovy řady na
násob́ıch základńı frekvence ω0 zvolené
tak, aby frekvence bud́ıćıch tón̊u f1 a
f2 byly jej́ı celoč́ıselné násobky n1 a n2.
Detaily ohledně odvozeńı jsou v praćıch
[13, 15]. Stacionárńı řešeńı rovnice 1 na
frekvenci nDP = 2n1 − n2 má tvar

ξ̂nDP
(x) = − ÛNL

nDP
(x)

ĤnDP
(x)

+QnDP

∫ LBM

0

K̂nDP
(x, x̄)ÛNL

nDP
(x̄)dx̄, (4)

kde KnDP(x, x̄) je Greenova funkce pro tento okrajový problém a je dána vzta-
hem

K̂nDP
(x, x̄) =

1

Ŵ

{
ξ̂
(1)
nDP(x)ξ̂

(2)
nDP(x̄) 0 ≤ x ≤ x̄

ξ̂
(1)
nDP(x̄)ξ̂

(2)
nDP(x) x̄ ≤ x ≤ LBM,

(5)

kde Ŵ je Wronskian [15], a ξ̂
(1)
nDP a ξ̂

(2)
nDP jsou dvě lineárně nezávislá homogenńı

řešeńı splňuj́ıćı okrajové podmı́nky v bodech x = 0 a x = LBM, respektive.
Nelineárńı śıla ÛNL

nDP
(x) je dána vztahem:

ÛNL
nDP

(x) = u(x)
1

T0

∫ T0

0

S

[
N∑

n=−N

ĤTM
n (x)ξ̂n(x)e

inω0t

]
e−inDPω0tdt (6)

−u(x)ĤTM
nDP

(x)ξ̂nDP(x),
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kde HTM
nDP

(x) je přenosová funkce výchylky BM na výchylku vlásk̊u vněǰśıch
vláškových buněk.

Řešeńı ξ̂
(1)
nDP lze vyjádřit jako superpozici dvou vln putuj́ıćıch opačnými

směry

ξ(1)nDP
(x) = â

[
AB

nDP
(x)eiϕ

B
nDP

(x) + R̂stA
F
nDP

(x)e−iϕF
nDP

(x)
]
, (7)

kde R̂st představuje koeficient odrazu třmı́nku z pohledu vnitřńıho ucha, â je
komplexńı konstanta určená okrajovou podmı́nkou v x = 0 a Ai(x) a ϕi(x)
odpov́ıdaj́ı amplitudám a fáźım vln. Řešeńı ûnDP2 je aproximováno jednou
vlnou putuj́ıćı od báze k apexu kochley

ξ̂(2)nDP
(x) = b̂AF

nDP
(x)e−iϕF

nDP
(x), (8)

kde b̂ je komplexńı konstanta určená okrajovou podmı́nkou v x = LBM.
Tlak, který naměř́ıme mikrofonem ve zvukovodu jako nelineárńı složku

DPOAE, P̂nDP
, je úměrný

P̂nDP
∝ ξ̂(1)nDP

(0)
QnDP

Ŵ

[∫ x2

x1

ξ̂(2)nDP
(x̄)ÛNL

nDP
(x̄)dx̄

]
, (9)

kde x1 a x2 vymezuj́ı oblast, kde spolu postupné vlny pro f1 a f2 tóny nejv́ıce
interaguj́ı a generuj́ı distorzńı produkty.

Oproti tomu ve směru k tonotopickému mı́stu pro distorzńı produkt fDP =
2f1 − f2 bude amplituda distorzńıho produktu vedoućı k jeho vjemu úměrná

P̂F
nDP

∝
∫ x2

x1

ξ̂(1)nDP
(x̄)ÛNL

nDP
(x̄)dx̄. (10)

Oba vztahy se lǐśı v bázové funkci, což má velký d̊usledek pro sč́ıtáńı jednot-
livých komponent generovaných na intervalu mezi x1 a x2 [16]. Toto se projev́ı
zejména v závislosti amplitudy měřené DPOAE a hlasitosti vńımaného dis-
torzńıho produktu na poměru frekvenćı f2/f1. Obdobný výsledek byl pomoćı
jiného zp̊usobu řešeńı prezentován v práci [17]. Řešeńı nám také vysvětluj́ı,
proč distorzńı produkty maj́ı obvykle menš́ı frekvenci než f1. Bázové funkce
pro produkty o vyšš́ıch frekvenćıch kv̊uli tonotopickému uspořádáńı obvykle
zanikaj́ı bĺıže třmı́nku než je generačńı oblast v mı́stě překryvu postupných vln
pro f1 a f2 tony. Takový distorzńı produkt se nemůže vyzářit ven z vnitřńıho
ucha, přestože na BM vzniká [10].

Obrázek 2 ukazuje amplitudu a fázi DPOAE simulovanou numericky v mo-
delu a amplitudu a fázi maxima výchylky na BM pro frekvenci distorzńıho
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Obrázek 2: Numerická simulace ukazuj́ıćı pro f2 = 2.4 kHz, L1 = 55 dB a L2 = 50 dB
hladiny ak. tlaku amplitudu a fázi DPOAE a také amplitudu a fázi postupné vlny
(relativně k maximu).

produktu. Zobrazená data jsou funkćı poměru f2/f1. Z obrázku vid́ıme, že
DPOAE klesá v́ıce pro f2/f1 jdoućı k jedné, což je d̊usledkem destruktivńı in-
terference mezi distorzńım produktem generovaným na určitém úseku BM. Jak
je překryv mezi postupnými vlnami větš́ı pro menš́ı poměry frekvenćı, rozšǐruje
se generačńı oblast. Tento výsledek simulace je v souladu s experimentálńımi
daty [18]. Stejně tak je v souladu s experimentálńımi daty daleko menš́ı pokles
pro vjem distorzńıch produkt̊u, kde se obecně uvád́ı, že pro kubický produkt
vjem postupně klesá s rostoućım poměrem frekvenćı nad cca 1.15 [19]. Malý
pokles s klesaj́ıćım poměrem k jedné je v simulaci možné vysvětlit také jevem
zvaným two-tone suppression, kdy tóny o bĺızké frekvenci mohou vzájemně
potlačovat svoji amplitudu [20]. To se děje jednak mezi postupnými vlnami
pro f1 a f2 tóny a také, kv̊uli vyšš́ı amplitudě, zcela jistě postupná vlna pro f1
tón potlačuje postupnou vlnu distorzńıho produktu.

4 DPOAE VÍCE NEŽ JEN SCREENING

Přestože se DPOAE jako jeden z typ̊u otoakustických emiśı rutině použ́ıvaj́ı, v
naprosté většině př́ıpad̊u se jedná o tzv. screening, kdy je ćılem zjistit, jestli je
sluch v pořádku a nebo jestli tam může být nějaká větš́ı vada. DPOAE maj́ı
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však potenciál př́ımo objektivně predikovat práh sluchu [21]. Přesnost této pre-
dikce ovlivňuje jev, kdy právě od postupné vlny z tonotopického mı́sta docháźı
ke generaci daľśı otoakustické emise, která má velmi odlǐsnou fázovou charakte-
ristiku a vzniká kv̊uli odrazu části energie postupné vlny distorzńıho produktu.
Existence silného Tartiniho tónu ve smyslu postupné vlny pro distorzńı produkt
nám zde tedy komplikuje přesnost měřeńı. Naštěst́ı existuj́ı zp̊usoby, jak tento
sekundárńı produkt k DPOAE odstranit, ačkoli se v komerčńıch př́ıstroj́ıch
často nepouž́ıvaj́ı. Stejně tak se samotné měřeńı obvykle omezuje na měřeńı na
jedné intenzitě, ale pro práh sluchu je nutné měřit r̊ust otoakustické emise [21].

5 ZÁVĚR

Zdravý sluchový systém je silně nelineárńı. Nelineárńı je již mechanoelektrický
převod ve vnitřńım uchu, při kterém docháźı k mechanickému zesilováńı vib-
raćı. Toto ześıleńı je nezbytné k dosažeńı výjimečně velké citlivosti sluchového
systému a také pro vysokou frekvenčńı selektivitu. Nelineárńı odezva však gene-
ruje zkresleńı, konkrétně distorzńı produkty, které jsme nejen schopni vńımat,
ale také je již čtyři desetilet́ı využ́ıváme pro objektivńı hodnoceńı funkce slu-
chového systému. Stále většinou pouze jako screening. Kombinaćı teoretického
modelováńı a experiment̊u lze však možnosti využit́ı Tartiniho tón̊u v budoucnu
zlepšit.
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[16] Vetešńık, A., Vencovský, V., and Gummer, A. W., An additional source of distortion-
product otoacoustic emissions from perturbation of nonlinear force by reflection from
inhomogeneities, J. Acoust. Soc. Am. 152, 1660–1682 (2022), doi: 10.1121/10.0013992.

[17] Shera, C. A., and Guinan, J. J., Mechanisms of Mammalian Otoacoustic Emission, in
Active Processes and Otoacoustic Emissions in Hearing, edited by G. A. Manley, R. R.
Fay, and A. N. Popper, (Springer Handbook of Auditory Research, Vol. 30, Springer,
New York, NY, 2008), doi: 10.1007/978-0-387-71469-1 9.

[18] Brown, A. M., and Gaskill, S. A., Measurement of acoustic distortion reveals underlying
similarities between human and rodent mechanical responses, J. Acoust. Soc. Am. 88,
840–849 (1990), doi: 10.1121/1.399733.

[19] Weber, R., and Mellert, V., On the nonmonotonic behavior of cubic distortion products
in the human ear, J. Acoust. Soc. Am. 57(1), 207–214 (1975), doi: 10.1121/1.380416.

[20] Ruggero, M. A., Robles, L., and Rich, N. C., Two-tone suppression in the basilar mem-
brane of the cochlea: mechanical basis of auditory-nerve rate suppression, J. Neurophysiol.
68, 1087–1099 (1992), doi: 10.1152/jn.1992.68.4.1087.

[21] Janssen, T., Kummer, P., and Arnold, W., Growth behavior of the 2f1 − f2 distortion
product otoacoustic emission in tinnitus, J. Acoust. Soc. Am. 103(6), 3418–3430 (1998),
doi: 10.1121/1.423053, PMID: 9637029.

53








